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複素多層パーセプトロンを用いたカオス的時系列の予測

○佐藤聖也 中野良平 （中部大学）

Nonlinear Time Series Prediction Using
Complex-Valued Multilayer Perceptron Learning

∗S. Satoh and R. Nakano (Chubu University)

Abstract– A complex-valued multilayer perceptron has the capability to fit complicated periodic functions.
Here we employ a strong learning method called C-SSF for learning a complex-valued multilayer perceptron
since C-SSF systematically finds excellent solutions. Chaotic behavior has the aperiodic nature and is highly
sensitive to initial conditions. We apply C-SSF to learning two kinds of chaotic behaviors and evaluate the
learning and prediction performance of networks obtained by using C-SSF.

Key Words: Complex-valued multilayer perceptron, Singular region, Nonlinear Time Series

1 まえがき

実世界には時間と共に変化する複雑な現象が満ちて

いるが，その系の状態遷移規則はより単純な形で記述

できる可能性がある．系の状態遷移規則が決定論的で

あるにも関わらず，複雑な挙動を生み出す現象は決定

論的カオスと呼ばれる 2)．決定論的カオスの特徴とし

てフラクタル性や長期予測不可能性がある．そのため

長期的な予測は不可能であるが，短期的な予測はうま

くモデルを見つければ精度を向上できる．

複素ニューラルネットの一種の複素多層パーセプト

ロン（複素MLP）は複素数の情報を自然に扱える上，
実MLPにない特長を有するため，様々な応用が期待さ
れている 1)．複素MLPの活性化関数は複素数をその
まま入力するタイプと複素数を実部と虚部に分けてか

らシグモイド関数などに入力するタイプがあるが，本

稿では複素数をそのままシグモイド関数に入力する活

性化関数 3, 4)を用いる．この活性化関数は振幅が可変

な周期関数など複雑な関数を表現できるため，うまく

学習すれば強力なモデルとなりえる．

複素MLPを学習する方法として探索空間の勾配を
用いる複素パックプロパゲーション法（C-BP）6, 7)や，

勾配と Hesse行列の逆行列の近似を用いる準 Newton
法の一種の複素 BFGS法（C-BFGS）15) などがある．

C-BFGSは C-BPよりも効率良く探索空間を降下でき
るが，複素MLPの探索空間には，実MLPと同様，勾
配がゼロの特異領域や局所最適解が多数存在する問題

がある．そのため，C-BFGSを用いたとしても常に良
質の解が得られるとは限らない．

隠れユニット数が J 個の複素 MLP(複素 MLP(J))
の探索空間上の特異領域は複素MLP(J − 1)の最適解
に可約性写像を適用すると形成される．このように形

成された特異領域上の複素MLP(J)の出力は，可約性
写像を適用した複素MLP(J − 1)の最適解の出力と等
しく，また，このような特異領域上のほとんどの点は

降下するルートが存在する鞍点である 8)．この性質を

利用し，特異領域を回避するのではなく，逆に利用す

る探索法である複素特異階段追跡法（C-SSF: Complex
Singularity Stairs Following）1.3が提案された 13)．こ

の方法は複素MLP(J − 1)の最適解と出力が等しい特
異領域から探索空間を降下するため，隠れユニットの

増加に伴って訓練誤差が単調減少する．また，現在の

探索が以前の探索経路と合流する場合は現在の探索を

枝刈りする手法 12) と，特異領域上の Hesse行列の固
有値を基に探索の優先順位を決定し，探索数の上限を

設定する手法 13)により高速化された．文献 13)の計算

機実験では，初期点をランダムに設定して C-BFGSを
用いて 100回試行する方法よりも高速で，かつより良
い解が得られた．

本稿では生成される挙動が決定論的カオスとされる

ローレンツ方程式 5) と 2重振り子 14) のモデルを用い

て，C-SSF1.3の性能を評価する．比較する探索法はC-
BFGSとし，また実MLPとも比較する．実MLPの探
索法は準 Newton法の一種の BPQ10) と C-SSF1.3の
実MLPバージョンである SSF1.411) を用いる．

2 複素多層パーセプトロン

2.1 目的関数

隠れユニットがJ個，出力ユニットが1個の複素MLP
（複素MLP(J)）の出力は，実MLPと同様以下のよう
に表せる．ただし，θJ = {w0, wj ,wj , j = 1, · · · , J}と
し，実MLPとは異なり重みや入出力は全て複素数と
する．

fJ(x;θJ) = w0 +
J∑
j=1

wjzj , zj ≡ g(wT
j x) (1)

目的関数としては以下がよく用いられる．ただし，学

習データは {(xµ, yµ), µ = 1, · · · , N}とし，δµは δµの
共役複素数とする．

E
(c)
J =

N∑
µ=1

δµJδ
µ
J , δµJ ≡ fJ (x

µ;θJ )− yµ (2)

また，yµの実部のみを考慮する場合は以下とすること
で fµの虚部を任意とでき，C-MLPの近似能力を向上
できる．

E
(r)
J =

1

2

N∑
µ=1

(
δµ + δµ

)2
(3)

2.2 可約性写像と特異領域

本節では，複素MLP(J − 1)の最適解に可約性写像
を適用して得られた複素MLP(J)の探索空間の一部が
特異領域となることを簡単に説明する．
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ここで，複素 MLP(J − 1) の重みを θJ−1 =
{u0, uj ,uj , j = 1, · · · , J − 1} とする．その出力は以
下である．

fJ−1(x;θJ−1)=u0+

J−1∑
j=1

ujvj , vj≡g(uT
j x) (4)

ここで，複素 MLP(J − 1) の最適解を θ̂J−1 =

{û0, ûj , ûj , j = 1, · · · , J − 1}とし，θ̂J−1 に３種の可

約性写像 α, β, γ を適用して得られる領域をそれぞれ

Θ̂
α

J , Θ̂
β

J , Θ̂
γ

J とする．

θ̂J−1
α−→ Θ̂

α

J , θ̂J−1
β−→ Θ̂

β

J , θ̂J−1
γ−→ Θ̂

γ

J

Θ̂
α

J ≡ {θJ | w0= û0, w1=0,

wj= ûj−1,wj= ûj−1, j=2, · · · , J} (5)

Θ̂
β

J ≡ {θJ | w0+w1g(w10)= û0,

w1=(w10, 0, · · · , 0)T,
wj= ûj−1,wj = ûj−1, j=2, · · · , J} (6)

Θ̂
γ

J ≡ {θJ | w0= û0, w1 + wm= ûm−1,

w1=wm= ûm−1,

wj= ûj−1,wj= ûj−1,

j∈{2, · · · , J}\{m}} (7)

ただし，m = 2, · · · , J とする．Θ̂
α

J , Θ̂
β

J , Θ̂
γ

J の領域の

内，目的関数の勾配がゼロの連続領域（特異領域）は

以下の二つの領域である．

(1) 領域 Θ̂
α

J と Θ̂
β

J が重なる領域は w10 が任意の特異

領域である．ここでは以下が成立するこの領域を Θ̂
αβ

J

とする．

w0 = û0, w1 = 0, w1 = (w10, 0, · · · , 0)T

wj = ûj−1, wj = ûj−1, j = 2, · · · , J (8)

(2) 領域 Θ̂
γ

J は，以下の式を満たす特異領域である．

w1 + wm = ûm−1 (9)

3 複素特異階段追跡法 1.3
複素特異階段追跡法 1.3(C-SSF1.3)13) は上記の特異

領域を探索の初期点として利用して探索する方法であ

る．そのためこの方法は隠れユニットの増加に伴った

訓練誤差の単調減少が保証されており，良質の解を得

ることができる．

3.1 特異領域からの探索

特異領域は勾配がゼロであるため，勾配を利用した

従来の探索法では探索を開始することが出来ない．そ

のため，C-SSF1.3では，最初の重みの更新のときのみ
Hesse行列の固有ベクトルを利用して探索空間を降下す
る．特異領域での固有ベクトルの概念図を Fig. 1に示
す（図中の固有ベクトルは，実際には直交している．）．

これらの固有ベクトルの中で，負の固有値に対応する

固有ベクトルは，特異領域から降下する方向を向いて

いるので，その方向に重みを更新することで探索を開
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Fig. 1: Eigenvectors on a singular region.

始できる．以下の計算機実験では固有ベクトル方向へ

の探索幅はバックトラッキング法 9)を用いて決定した．

探索幅の初期値は 1とし，誤差が減少しなければ半分
にし，減少すれば重みを更新するようにした．

3.2 高速化手法

C-SSF1.3は複素MLP(J −1)の最適解に可約性写像
を適用して形成された特異領域から探索空間を降下す

るため，訓練誤差を単調減少させられるが，隠れユニッ

トの増加とともに探索空間の次元が増え，特異領域も

増えるため，全ての特異領域から探索すると処理負荷が

増大してしまう．この問題を解決するため，C-SSF1.3
では現在の探索が以前の探索経路と合流する場合は現

在の探索を枝刈りする手法 12)と，特異領域上のHesse
行列の固有値を基に探索の優先順位を決定し，探索数

の上限を設定する手法 13) を用いる．

3.2.1 探索枝刈り手法

以下の計算機実験では固有ベクトル方向（またはその

逆方向）へ重みを更新後の解の探索は準Newton法の一
種のC-BFGS15)を用いたが，その探索中は探索枝刈り
判定を行う．探索枝刈りの閾値 ϵは 0.3,探索枝刈りの判
定と重みの記録は探索ステップ数が {100n, n = 1, · · ·}
のときとした．探索枝刈り処理の詳細は文献 12) を参

照されたい．

3.2.2 探索数削減による高速化

Fig. 1に示すように，負の固有値の内，固有値が小
さいほどその固有値に対応する固有ベクトル方向の探

索空間のたわみが急であると考えられる．そのため，負

の固有値が小さいほど，対応する固有ベクトル方向に

探索を行うことでより小さい訓練誤差の解が得られる

傾向があると考えられる．そのため，以下のC-SSF1.3
の処理の流れに示すように，小さい固有値から順に選

択して探索し，設定した探索数の上限に到達したとき

処理を終了して高速化する．

3.3 複素特異階段追跡法 1.3の処理の流れ

C-SSF1.3の処理の流れを以下に示す．ただし，考慮
する隠れユニットの最大数を Jmax，複素 MLP(J)の

重みを {w(J)
0 , w

(J)
j ,w

(J)
j } とする．

C-SSF1.3の処理の流れ
1: 隠れユニットが 0個のときの大域最適解を求める．
（ŵ

(0)
0 ← 1/N

∑N
µ=1 y

µ）

2: for J = 1, · · · , Jmax do

-2-



3: 複素MLP(J−1)の探索で得られた最良解に可約
性写像を適用して初期点を特異領域上に設定し，

Hesse行列の固有値と固有ベクトルを求める．
4: while 終了条件を満たすまで以下を繰り返す．

do
5: Step 3で計算した負の固有値の中で最も小さ

い固有値から順に選択し，その固有値に対応

する固有ベクトル方向とその逆方向に探索空

間を降下して解を探索する．

6: end while
7: end for

以下の計算機実験では Step 3で利用する特異領域は

Θ̂
αβ

J と Θ̂
γ

J とした．初期点を Θ̂
αβ

J 上に設定する方法

は以下とした．ただし，複素MLP(J − 1)の探索で得

られた解を {ŵ(J−1)
0 , ŵ

(J−1)
j , ŵ

(J−1)
j }とする．

w
(J)
0 ← ŵ

(J−1)
0 , w

(J)
1 ←0,

w
(J)
1 ←(p, 0, · · · , 0)T,

w
(J)
j ← ŵ

(J−1)
j−1 , wj←ŵ

(J−1)
j−1 , j=2, · · · , J

pは複素数であるが，ここでは p = −1, 0, 1の 3点とし
た．Θ̂

γ

J 上に設定する方法は以下とした．ただし，m =
2, · · · , J とする．

w
(J)
0 ← ŵ

(J−1)
0 , w

(J)
1 ← q × ŵ(J−1)

m−1 ,

w(J)
m ← (1− q)× ŵ(J−1)

m−1 ,

w
(J)
1 ← ŵ

(J−1)
m−1 , w

(J)
m ← ŵ

(J−1)
m−1 ,

w
(J)
j ← ŵ

(J−1)
j−1 , wj←ŵ

(J−1)
j−1 ,

j ∈ {2, · · · , J} \ {m}

qも複素数であるが，ここでは q = 0.5, 1.0, 1.5（それぞ
れ内分点，内分と外分の境界点，外分点）の 3× (J−1)
点とした．Step 5の終了条件は探索枝刈りされた探索
も含めて探索数が 100となるか，負の固有値が無くなっ
たときとした．

4 計算機実験

決定論的カオス挙動を示すローレンツ方程式 5) と 2
重振り子 14)を用いてC-SSF1.3の性能を評価する計算
機実験を行った．

比較する従来法は，準 Newton 法の一種である C-
BFGS15)とした．C-BFGSの初期重みは実部と虚部共
に区間 (−1,+1) の中からランダムに選択し，各 J で
100回の試行を行った．

また，実MLPとも比較した．探索法としては準New-
ton 法の一種の BPQ10) と C-SSF1.3 の実 MLP バー
ジョンである SSF1.411)とした．BPQの初期重みは区
間 (−1,+1)の中からランダムに選択し，各 J で 100回
の試行を行った．SSF1.4では固有ベクトル方向へ重み
を更新後の探索はBPQを用い，それ以外の設定（特異
領域上の初期値など）は全て C-SSF1.3と同じとした．

実MLP，複素MLPの各試行の終了条件は，スイー
プ回数が 1万回を越えるか，探索幅が 10−16以下となっ

た場合とした．

複素MLPの活性化関数としては以下の活性化関数
を用いた 3, 4)．ただし，c = a+ ib, i =

√
−1とする．

σ(c) =
1

1 + e−c

=
1 + e−a cos b+ ie−a sin b

1 + 2e−a cos b+ e−2a
(10)

この活性化関数は，特異点を含む正則関数であるが，振

幅が可変な周期関数など，複雑な関数を表現できる．実

MLPの活性化関数はシグモイド関数とした．
複素MLPは複素数を入力できるが，以下の実験で

は全て実数を入力した．また，複素MLPと実MLP共
に出力ユニットは一つとし，複素MLPの出力ユニット
は実部のみを考慮する式 (3)の目的関数を用いて学習
を行った．実MLPの目的関数は 2乗和誤差とした．
訓練誤差とテスト誤差は複素MLPと実MLP共に以

下のMSEとした．

MSE =
1

N

N∑
µ=1

(Re(fµ)− yµ)2 (11)

プログラミング言語はMATLAB R2014aを用いた．

4.1 ローレンツ方程式

ローレンツ方程式を以下に示す．

dx

dt
= σ(y − x) (12)

dy

dt
= x(ρ− z)− y (13)

dz

dt
= xy − βz (14)

ρ, σ, βはそれぞれ 28, 10, 8/3, x, y, zの初期値はそれぞ
れ−10,−10, 30, ∆tは 0.05とした．ここでは時刻 tの
点 pt ≡ (xt, yt, zt)

T を入力し，pt+∆t を予測するよう

にMLPを学習する問題とした．MLPの出力ユニット
は 1つとし，xt+∆t, yt+∆t, zt+∆t をそれぞれ予測する

ため 3つのMLPを用いた．以下にそれぞれの訓練デー
タを示す．ただしサンプル数Ntr は 300とした．

• {(p(µ−1)∆t, xµ∆t), µ = 1, · · · , Ntr}

• {(p(µ−1)∆t, yµ∆t), µ = 1, · · · , Ntr}

• {(p(µ−1)∆t, zµ∆t), µ = 1, · · · , Ntr}

テストデータは，以下に示すように，t = Ntr∆t以降
とし，サンプル数 Ntest は 200とした．

• {(p(Ntr+µ−1)∆t, x(Ntr+µ)∆t), µ = 1, · · · , Ntest}

• {(p(Ntr+µ−1)∆t, y(Ntr+µ)∆t), µ = 1, · · · , Ntest}

• {(p(Ntr+µ−1)∆t, z(Ntr+µ)∆t), µ = 1, · · · , Ntest}

考慮する隠れユニットの最大数は複素MLPは 15, 実
MLPは 30とした．
Fig. 2に各 J で得られた最小の訓練誤差を示す．図

の縦軸は対数表示とした．BPQとC-BFGSでは Jを増
やすと逆に訓練誤差が増加することがあった．SSF1.4
とC-SSF1.3では，隠れユニットの増加に伴って訓練誤

-3-
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Fig. 2: Training errors for Lorenz equation.
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Fig. 3: Test errors for Lorenz equation.

差が単調減少し，xt, yt, ztに対する最小MSEはどちら
も 10−11 以下となった．

Fig. 3 に最小訓練誤差の解のテスト誤差を示す．
xt, yt, zt に対するテスト誤差は全て C-SSF1.3 が最小
となり，次いで SSF1.4, BPQ, C-BFGSの順となった．

Fig. 4に処理時間を示す．BPQ, SSF1.4, C-BFGS,
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Fig. 4: Processing time for Lorenz equation.
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Fig. 5: Free-run prediction for Lorenz equation.

C-SSF1.3の合計時間はそれぞれ 13.1, 1.13, 1.51, 10.0
時間となり，SSF1.4が最も早く，BPQが最も時間が
かかった．

BPQ, SSF1.4, C-BFGS, C-SSF1.3の xt, yt, zt に対
するテスト誤差が最小の隠れユニット数 (Jx, Jy, Jz)
はそれぞれ (4, 9, 15), (15, 26, 27), (7, 5, 7), (12, 9, 11)と
なった．このときの MLP に pNtr∆t のみを与え

て p(Ntr+1)∆t,p(Ntr+2)∆t, · · · ,p(Ntr+Ntest)∆t を順にフ

リーラン予測した．フリーラン予測では，t = (Ntr +
1)∆t 以降の正しい pt は与えず，それらに対応す
る MLP の予測値を MLP の入力として利用した．
Fig. 5 にフリーラン予測の結果を示す．このときの
BPQ, SSF1.4, C-BFGS, C-SSF1.3のMSEはそれぞれ
238.82, 0.28, 283.78, 0.01となった．BPQとC-BFGSは
予測が大幅にずれていることがわかる．SSF1.4と C-
SSF1.3はうまく予測できたが，C-SSF1.3の予測の方
が正確である．

4.2 2重振り子

Fig. 6に示す 2重振り子を用いて実験を行った．こ
こで一つ目の棒の始点は (0, 0)，棒の長さは l1，棒の先
端の重りの重さはm1とし，棒自体の質量は 0とした．
棒の角度 θは真下を向いているときを 0◦とした．二つ
目の棒の始点は一つ目の棒の先端とし，長さは l2, 先端
の重りはm2 とした．棒の角度 ϕは一つ目と同様，真
下を向いているときを 0◦ とした．
この 2重振り子のラグランジュ関数 Lは以下である．

ただし，T は運動エネルギー，U はポテンシャルエネ
ルギーとし，θ̇ = dθ

dt , ϕ̇ = dϕ
dt ,M = m1+m2, ψ = θ−ϕ

とする．

L = T − U, (15)

T =
1

2
Ml21θ̇

2 +
1

2
m2l

2
2ϕ̇

2 +m2l1l2θ̇ϕ̇ cosψ, (16)

U = −Mgl1 cos θ −m2gl2 cosϕ (17)

ラグランジュの方程式は以下である．

d

dt

(
∂L

∂θ̇1

)
− ∂L

∂θ1
= 0,

d

dt

(
∂L

∂θ̇2

)
− ∂L

∂θ2
= 0 (18)
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Fig. 7: Training errors for double pendulum.

上記式を θ̈(≡ d2θ
dt2 ), ϕ̈(≡

d2ϕ
dt2 ) について解くと以下を

得る．

θ̈ = {g(m2 sinϕ cosψ −M sin θ)

−m2(l1θ̇
2 cosψ + l2ϕ̇

2) sinψ}
/{l1(M −m2 cos

2 ψ)} (19)

ϕ̈ = {Mg(sin θ cosψ − sinϕ)

+(m2l2ϕ̇
2 cosψ +Ml1θ̇

2) sinψ}
/{l2(M −m2 cos

2 ψ)} (20)

m1,m2, l1, l1, gはそれぞれ 1, 1, 2, 1, 9.8とし，θ, ϕ, θ̇, ϕ̇
の初期値は 3/4π, 3/4π,−2, 2, ∆tは 0.05とした．ここ
では以下を入力とし，θt+∆t, ϕt+∆t を予測するように

MLPを学習する問題とした．

qt ≡ (θt−9∆t, θt−8∆t, · · · , θt, ϕt−9∆t, ϕt−8∆t, · · · , ϕt)T

4.1 節と同様，MLP の出力ユニットは 1 つとし，
θt+∆t, ϕt+∆t をそれぞれ予測するため 2つの MLPを
用いた．以下にそれぞれの訓練データを示す．サンプ

ル数Ntrは 10, 000とした．

• {(q(8+µ)∆t, θ(9+µ)∆t), µ = 1, · · · , Ntr}

• {(q(8+µ)∆t, ϕ(9+µ)∆t), µ = 1, · · · , Ntr}

テストデータは，以下に示すように，t = 20, 000∆t以
降とし，サンプル数 Ntest は 100とした．

• {(q(20,008+µ)∆t, θ(20,009+µ)∆t), µ = 1, · · · , Ntest}

• {(q(20,008+µ)∆t, ϕ(20,009+µ)∆t), µ = 1, · · · , Ntest}

考慮する隠れユニットの最大数は複素MLPは 10, 実
MLPは 20とした．
Fig. 7に各 J で得られた最小の訓練誤差を示す．図

の縦軸は対数表示とした．C-BFGSは常にMSEが最大
であった．これは複素MLPの探索空間の方が実MLP
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Fig. 8: Test errors for double pendulum.
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Fig. 9: Test data prediction of θ for double pendulum.

よりも探索が困難な形状をしていたためと考えられる．

一方，C-SSF1.3は BPQや SSF1.4よりも小さい訓練
誤差の解を得た．

Fig. 8に最小訓練誤差の解のテスト誤差を示す．4.1
節の結果と同様，θt, ϕt に対するテスト誤差はどちら
においても C-SSF1.3 が最小となり，次いで SSF1.4,
BPQ, C-BFGSの順となった．

BPQ, SSF1.4, C-BFGS, C-SSF1.3の θt, ϕtに対する
テスト誤差が最小となるモデルのテストデータに対す

る出力をFig. 9, 10に示す．ただし，以下のように角度

θt, ϕt を (x, y)平面に変換した値 z
(1)
t , z

(2)
t を表示した．

z
(1)
t = x

(1)
t + iy

(1)
t , z

(2)
t = x

(2)
t + iy

(2)
t , (21)

x
(1)
t = l

(1)
t sin θt, x

(2)
t = x

(1)
t + l

(2)
t sinϕt, (22)

y
(1)
t = −l(1)t cos θt, y

(2)
t = y

(1)
t − l

(2)
t cosϕt (23)

Fig. 9, 10に示すように θtの予測結果はどの探索法で
もほとんど変わらないが，ϕt の予測結果は C-SSF1.3
が最も精度が良く，次いで SSF1.4がよく予測できてい
ることがわかる．

Fig. 11に処理時間を示す．BPQ, SSF1.4, C-BFGS,
C-SSF1.3の合計時間はそれぞれ 67.8, 14.1, 4.62, 16.1
時間となり，C-BFGSが最も早く，BPQが最も時間が
かかった．

BPQ, SSF1.4, C-BFGS, C-SSF1.3 の θt, ϕt に対す
るテスト誤差が最小の隠れユニット数 (Jθ, Jϕ)はそれ
ぞれ (18, 1), (20, 18), (10, 10), (8, 9)となった．このとき
のMLPに q20,009∆tのみを与えて θ20,010∆t, θ20,011∆t,
· · · , θ20,019∆t, ϕ20,010∆t, ϕ20,011∆t, · · · , ϕ20,019∆t を順
にフリーラン予測した．フリーラン予測では，t =
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Fig. 10: Test data prediction of ϕ for double pendu-
lum.
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Fig. 11: Processing time for double pendulum.

20, 010∆t以降の正しい θt, ϕtは与えず，それらに対応
するMLPの出力をMLPの入力として利用した．Fig.
12にフリーラン予測の結果を示す．図から C-SSF1.3
のみがうまく予測できていることがわかる．

5 まとめ

本稿では生成される挙動が決定論的カオスとされる

ローレンツ方程式と 2重振り子のモデルを用いて，C-
SSF1.3の性能を評価した．

どちらの実験においても準Newton法の一種のBPQ
と C-BFGSでは隠れユニットを増加しても訓練誤差が
減少しないことがあり，良質の解が得られなかったが，
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Fig. 12: Free-run prediction for double pendulum.

SSF1.4と C-SSF1.3では訓練誤差が単調減少し，ロー
レンツ方程式の実験では 200∆t先までうまくフリーラ
ン予測できた．2重振り子の実験の∆t先を予測するテ
ストでは SSF1.4は少しずれているが，C-SSF1.3では
うまく予測できた．また，10∆t先までのフリーラン予
測においても C-SSF1.3はうまく予測できた．
今後の課題としてはカオス的挙動のフリーラン予測

の精度をより長期に渡って向上することが挙げられる．
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Application of Quaternion Neural Network to Inverse Kinematics of Robot Arm
* T. Ogawa (Takushoku University)

Abstract Quaternions are often used to express mechanics in three dimensional space. The estimation prob-
lem of the joint angles from a given end-effector coordinate is referred to as an inverse kinematics of robot arm, 
which is an inverse problem. A multilayered neural network based solution to inverse problem has been proposed
and has been extended to quaternion neural networks. In this paper, we apply the quaternion neural network based 
solution to the inverse kinematics of robot arm. 

Key Words:  Quaternions, Multilayered neural network, Inverse kinematics.
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2次元スプライン平滑化に基づく代数的連続位相復元法
○北原大地　山田功（東京工業大学）

Algebraic Phase Unwrapping Based on Two-Dimensional Spline Smoothing

∗D. Kitahara and I. Yamada (Tokyo Institute of Technology)

Abstract– In this report, we introduce the main ideas of our approach [Kitahara and Yamada, IEEE Transactions on
Signal Processing, (accepted for publication)] for high-resolution 2D phase unwrapping. In the first step (SPS: SPline
Smoothing), we construct a pair of the smoothest spline functions which minimize the energies of their local changes while
interpolating respectively the cosine and the sine of given wrapped phase. If these functions have no common zero over
the domain of our interest, the proposed estimate of the unwrapped phase can be obtained by algebraic phase unwrapping
in the second step (APU: Algebraic Phase Unwrapping) as a continuous function. The smoothness of the proposed
unwrapped phase function is guaranteed globally over the domain without losing any consistency with the wrapped phase.
Numerical experiments for terrain height estimation demonstrate the effectiveness of the proposed method.

Key Words: Two-dimensional phase unwrapping, Algebraic phase unwrapping, Bivariate Spline smoothing, Convex
optimization, Interferometric synthetic aperture radar, Terrain height estimation.

1 Introduction
Two-dimensional (2D) phase unwrapping1), 2) is an esti-

mation problem of an unknown continuous phase function
Θ : Ω→ R from its noisy wrapped samples

ΘW (x, y) :=W (Θ(x, y) + ν(x, y)) ∈ (−π, π] (1)

observed at (x, y) ∈ G (⊂ Ω), where Ω (⊂ R2) is a simply
connected closed region, G is the set of finite sampling
points, ν is additive phase noise, and W : R→ (−π, π] is
the wrapping operator defined by

∀ϑ ∈ R ∃η ∈ Z ϑ =W (ϑ)+2πη and W (ϑ) ∈ (−π, π].

Θ and ΘW are respectively called the unwrapped phase
and the wrapped phase. 2D phase unwrapping is important
for signal and image processing applications such as ter-
rain height estimation and landslide identification by inter-
ferometric synthetic aperture radar (InSAR)3)–10), seafloor
depth estimation by interferometric synthetic aperture
sonar (InSAS)11)–14), 3D shape measurement by fringe
projection15)–18) or X-ray19)–22), and water/fat separation
in magnetic resonance imaging (MRI)23)–26).

As remarked clearly in [27], all commonly used phase
unwrapping algorithms are based on the assumption that
the true unwrapped phase field varies slowly enough that
in most places, neighboring phase values are within one-
half cycle (π rad) of one another, i.e., it is assumed that
∆Θi := Θ(x̃, ỹ)−Θ(x, y) ∈ (−π, π] for most neighbor-
ing pairs of samples i := ((x, y), (x̃, ỹ)) ∈ G × G. Such
algorithms have been designed to suppress a certain func-
tion J measuring the unwrapped phase differences ∆Θi

for all neighboring pairs i ∈ G × G as

J(Θ) :=
∑
i

wi

∣∣∆Θi −W
(
∆ΘWi

)∣∣p,

where wi > 0, p > 0, Θ := vec(Θ(x, y))(x,y)∈G stands
for the vectorization of Θ(x, y) on G, and ∆ΘWi :=
ΘW (x̃, ỹ)−ΘW (x, y) is the wrapped phase difference be-
tween a neighboring pair of samples i = ((x, y), (x̃, ỹ)).

For example, branch cut (BC) algorithm5) and minimum
spanning tree (MST) algorithm27) employ p → +0, min-
imum cost flow (MCF) algorithm28) employs p = 1, and
least squares (LS) algorithm29) employs p = 2. Such a
specification of J is introduced on the basis of a simple
property that, under the assumption ν = 0,

∆Θi =W (∆ΘWi )⇔ ∆Θi ∈ (−π, π].

Then the algorithms try to use a minimizer of J as an esti-
mate of the unwrapped phase.

BC, MST and MCF algorithms assume that noise ν in
(1) is small enough and try to find a minimizer of J under
the condition

∀(x, y) ∈ G W (Θ(x, y)) = ΘW (x, y) (2)

This type of optimization problem is combinatorial and in-
tractable due to condition (2). In order to solve this prob-
lem, these algorithms use an elegant technique developed
originally for network flow in graph theory2), 27). In this
approach, if the observed wrapped phase has only small
noise and the unwrapped phase difference is sufficiently
small with respect to sampling interval, we can construct
a very good estimate. However, otherwise, condition (2)
is violated due to noise ν in (1), and the minimizer of J is
hard to compute due to condition (2).

LS algorithm directly computes a minimizer Θ∗ of J
without requiring condition (2). In this approach, even
if the observed wrapped phase is noisy, Θ∗ can be ob-
tained. However the consistency between Θ∗ and ΘW ,
i.e., W (Θ∗(x, y)) ≈ ΘW (x, y) is not guaranteed at many
sampling points (x, y) ∈ G.

In this paper, we propose a completely different alge-
braic approach to 2D phase unwrapping by exploiting the
property of ΘW ∈ (−π, π]:

ΘW =W (Θ + ν)

⇔
(
cosΘW , sinΘW

)
=
(
cos(Θ + ν), sin(Θ + ν)

)
.
(3)
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The proposed scheme achieves a high-resolution esti-
mate of the unwrapped phase Θ unlike many existing
algorithms5), 10), 25)–29). We estimate Θ as the continuous
phase function θf ∈ C2(Ω) of a twice continuously dif-
ferentiable complex function f := f(0) + ıf(1) = |f |eıθf ,
where f(0) ∈ C2(Ω) and f(1) ∈ C2(Ω) have no com-
mon zero over Ω (see Notation in the end of this section).
Then the estimation problem of Θ is replaced with those
of f(0) and f(1) which respectively approximate cosΘ and
sinΘ. Clearly, by (3), f(0) and f(1) are desired to inter-
polate respectively cos(ΘW (x, y)) = cos(Θ(x, y)) and
sin(ΘW (x, y)) = sin(Θ(x, y)) if ν(x, y) = 0 at (x, y) ∈
G. Motivated by the main idea of functional data analy-
sis30)–32), we assume that f is “smooth” which means that
the energy of local change is small over Ω, and adopt the
bivariate spline space as the set of all candidates of f(0)
and f(1). After finding the smoothest spline functions f∗(0)
and f∗(1) which are consistent with the wrapped phase in-
formation cos(ΘW (x, y)) and sin(ΘW (x, y)) at (x, y) ∈
G (SPline Smoothing (SPS)), the continuous phase func-
tion θf∗ of f∗ := f∗(0) + ıf∗(1) = |f

∗|eıθf∗ is analytically
computed, as the proposed estimate of Θ, by Algebraic
Phase Unwrapping (APU)33)–37). This approach is partic-
ularly effective in the case where phase noise ν is rela-
tively small and f∗ has no zero over Ω. Indeed, by this
approach, we can maximize a certain smoothness of θf
subject to the condition W (θf (x, y)) ≈ ΘW (x, y) for all
sampling points (x, y) ∈ G unlike other algorithms. Nu-
merical experiments for InSAR terrain height estimation
demonstrates the effectiveness of the proposed scheme.

Notation Let Z, Z+, R, R+ and C be the set of all in-
tegers, non-negative integers, real numbers, non-negative
real numbers, and complex numbers, respectively. We use
ı ∈ C to denote the imaginary unit, i.e., ı2 = −1, and
use i, j ∈ Z+ for general indices. For any set S, card(S)
stands for its cardinal number. For ρ ∈ Z+, Cρ(Ω) stands
for the set of all ρ-times continuously differentiable real-
valued functions over a simply connected region Ω ⊂ R2.
A boldface letter expresses a vector or a matrix.

2 Preliminaries—Bivariate Spline Functions
We restrict ourselves to partitioning a polygonal domain

Ω ⊂ R2 into triangles because these have the most flexi-
bility with respect to the resolution of discretization in Ω.

Define a triangle T ⊂ R2, by specifying three vertices
vk := (xk, yk) ∈ R2 (k = 1, 2, 3) which are not arranged
linearly, i.e., ϱ := x1y2 − y1x2 + x2y3 − y2x3 + x3y1 −
y3x1 ̸= 0, as

T := ⟨v1,v2,v3⟩

:=

{
rv1 + sv2 + tv3 ∈ R2

∣∣∣∣∣ r, s, t ∈ [0, 1]

r + s+ t = 1

}
.

Let ∆ := {Ti}Ni=1 be a collection of triangles Ti ⊂ R2

whose union forms a simply connected closed region Ω ⊂
R2, i.e.,

∪N
i=1 Ti = Ω. If, for any pair of triangles Ti ∈ ∆

and Tj ∈ ∆ (i ̸= j), Ti ∩ Tj is either empty or a com-
mon edge or a common vertex, the collection ∆ is called a

regular triangulation. Given a regular triangulation ∆ and
ρ, d ∈ Z+ s.t. 0 ≤ ρ < d, define

Sρd (∆) := {f ∈ Cρ(Ω) | ∀Ti ∈ ∆ f = fi ∈ Pd over Ti}

as the set of all bivariate spline functions of degree d and
smoothness ρ on ∆, where Pd stands for the set of all bi-
variate polynomials whose degree is d at most, i.e., Pd :=
{f : R2 → R : (x, y) 7→

∑d
i=0

∑d−i
j=0 ci,jx

iyj | ci,j ∈ R}.
For T = ⟨v1,v2,v3⟩ s.t. vk = (xk, yk) ∈ R2 (k =

1, 2, 3), every (x, y) ∈ R2 can be expressed in the form

(x, y) = rv1 + sv2 + tv3 s.t. r + s+ t = 1,

where (r, s, t) is called barycentric coordinate38), 39) of
(x, y) with respect to T and expressed as

r = ((y2 − y3)x− (x2 − x3)y + x2y3 − y2x3)/ϱ
s = ((y3 − y1)x− (x3 − x1)y + x3y1 − y3x1)/ϱ
t = ((y1 − y2)x− (x1 − x2)y + x1y2 − y1x2)/ϱ

 .

By using the above expression of (x, y), the Bernstein-
Bézier polynomial of degree d is defined, for T and
(l,m, n) ∈ Z3

+ satisfying l +m+ n = d, as

BT
l,m,n : R2 → R : (x, y) 7→ d!

l!m!n!
rlsmtn.

It is known that {BT
l,m,n | l,m, n ∈ Z+ and l+m+n = d }

is a basis of Pd, and hence any piecewise polynomial f ,
whose restriction fi to Ti ∈ ∆ satisfies fi ∈ Pd (i =
1, 2, . . . , N ), can be expressed uniquely as

fi(x, y) =
∑

l+m+n=d

cTi

l,m,n

d!

l!m!n!
rlsmtn,

where (r, s, t) is barycentric coordinate with respect to Ti.
Such a representation of piecewise polynomials is called
the Bernstein-Bézier form, and cTi

l,m,n ∈ R is called the
Bernstein-Bézier coefficient (or B-coefficient). We define
the B-coefficient vector as c := vec(cTi

l,m,n)
i=1,2,...,N
l+m+n=d .

3 Algebraic Recovery of Unwrapped Phase
3.1 General Idea of The Proposed Scheme

In this section, we propose an algebraic approach for
high-resolution 2D phase unwrapping. We estimate the
unwrapped phase Θ as a continuous function defined
over Ω unlike many existing algorithms. In our previ-
ous works36), 37), by using Poincaré’s lemma40), we clar-
ified the condition for the unique existence of the contin-
uous phase function θf ∈ C2(Ω) of a complex function
f := f(0) + ıf(1) : Ω→ C s.t. f(k) ∈ C2(Ω) (k = 0, 1).

Fact 1 ([36]) Let Ω be a simply connected closed region
on R2. Suppose that f(k) : Ω → R (k = 0, 1) are twice
continuously differentiable functions, i.e., f(k) ∈ C2(Ω),
and satisfy f(x, y) := f(0)(x, y) + ıf(1)(x, y) ̸= 0 for all
(x, y) ∈ Ω. Then for arbitrarily fixed (x0, y0) ∈ Ω and θ0
satisfying f(x0, y0) = |f(x0, y0)|eıθ0 , the following hold.

-12-



(i) There exists a unique continuous function θf ∈
C2(Ω) satisfying θf (x0, y0) = θ0 and

∂θf
∂x

(x, y) = ℑ

[
∂f(0)
∂x (x, y) + ı

∂f(1)
∂x (x, y)

f(0)(x, y) + ıf(1)(x, y)

]
∂θf
∂y

(x, y) = ℑ

[
∂f(0)
∂y (x, y) + ı

∂f(1)
∂y (x, y)

f(0)(x, y) + ıf(1)(x, y)

]
 (4)

for all (x, y) ∈ Ω, where ℑ(c) stands for the imagi-
nary part of c ∈ C. θf satisfies

f(x, y) = |f(x, y)|eıθf (x,y) for all (x, y) ∈ Ω.

(ii) Let Υ : [a, b] → Ω be a piecewise C1 path s.t.
Υ(a) = (x0, y0) and Υ(b) = (x1, y1) ∈ Ω. Then
we have

θf (x1, y1) = θ0 +

∫ b

a

ℑ

[
F ′
(0)(τ) + ıF ′

(1)(τ)

F(0)(τ) + ıF(1)(τ)

]
dτ ,

where F(k)(τ) := f(k)(Υ(τ)) (k = 0, 1). □

Remark 1 (Note on Equation (4)) Note that

ℑ

[
∂f(0)
∂x (x, y)+ı

∂f(1)
∂x (x, y)

f(0)(x, y)+ıf(1)(x, y)

]
=

∂

∂x

[
arctan

(
f(1)(x, y)

f(0)(x, y)

)]

ℑ

[
∂f(0)
∂y (x, y)+ı

∂f(1)
∂y (x, y)

f(0)(x, y)+ıf(1)(x, y)

]
=

∂

∂y

[
arctan

(
f(1)(x, y)

f(0)(x, y)

)]


holds at every (x, y) ∈ Ω satisfying f(0)(x, y) ̸= 0, where
arctan(x) ∈ (−π2 ,

π
2 ) denotes the principle value of the

inverse tangent for all x ∈ R, i.e., tan(arctan(x)) = x. □

Trying to estimate Θ by θf ∈ C2(Ω), from Fact 1, we
can reduce the estimation problem of Θ to those of f(0) ∈
C2(Ω) and f(1) ∈ C2(Ω) which respectively approxi-
mate cosΘ and sinΘ. In particular, under the assumption
that phase noise ν is not significant in (1), f(0) and f(1)
are desired to interpolate cos(ΘW (x, y)) ≈ cos(Θ(x, y))
and sin(ΘW (x, y)) ≈ sin(Θ(x, y)), respectively, at ev-
ery sampling point (x, y) ∈ G. Moreover, on the basis of
the idea of functional data analysis30)–32), we search for
f(0) and f(1) which are smooth. Here the word “smooth”
means that the energy of local change, i.e., the ℓ2 norm of
the second order partial derivative, is small over Ω. There-
fore we design a smooth continuous phase function θf , by
minimizing the energy of local change of f(k) (k = 0, 1):∫∫

Ω

[∣∣∣∣∂2f(k)∂x2

∣∣∣∣2 + 2

∣∣∣∣∂2f(k)∂x∂y

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂2f(k)∂y2

∣∣∣∣2
]
dxdy (5)

in a suitable functional space subject to |f(x, y)| > 0 for
all (x, y) ∈ Ω and1

f(0)(x, y) = cos
(
ΘW (x, y)

)
f(1)(x, y) = sin

(
ΘW (x, y)

)} for all (x, y) ∈ G. (6)

1Of course, condition (6) can be generalized in a natural way if am-
plitude information at every sampling point (x, y) ∈ G is available.

We can guarantee W (θf (x, y)) = ΘW (x, y) for all sam-
pling points (x, y) ∈ G if (6) and |f(x, y)| > 0 for all
(x, y) ∈ Ω. Motivated by Fact 1 and the successful utiliza-
tion of spline functions in functional data analysis41)–46),
we adopt the bivariate spline space S2d(∆) (d ≥ 3) as the
set of all possible candidates of f(k).

As a result, we propose the following 2D phase un-
wrapping scheme whose core consists of SPline Smooth-
ing (SPS) and Algebraic Phase Unwrapping (APU).

SPS: Find f∗(k) ∈ S
2
d(∆) ⊂ C2(Ω) (k = 0, 1 and d ≥

3) which minimize (5) subject to (6).

APU: For any point of interest (x, y) ∈ Ω, compute the
value of θf∗(x, y) defined in Fact 1(ii) along a
suitable piecewise C1 path Υ.

Note that SPS is a convex relaxation of an original op-
timization problem, defined with (5) and (6), which re-
quires an additional condition f(0)(x, y) + ıf(1)(x, y) ̸= 0
for all (x, y) ∈ Ω. Fortunately, if the observed wrapped
phase ΘW is not contaminated by severe phase noise and
sufficiently many sampling points are available to cap-
ture the geometric feature of Θ, the solution (f∗(0), f

∗
(1))

of this relaxed problem tends to automatically satisfy the
additional condition. If there exists some (x, y) ∈ Ω s.t.
f∗(0)(x, y) + ıf∗(1)(x, y) = 0, we use a denoising step pro-
posed in Section 3.4 to avoid the occurrence of zeros.

3.2 SPline Smoothing (SPS)
Let c(k) (k = 0, 1) be the B-coefficient vectors of f(k) ∈
S2d(∆) (see Section 2). Then the energy of local change in
(5) can be expressed as cT(k)Qc(k), where Q is a symmet-
ric positive semidefinite matrix47). The condition f(k) ∈
S2d(∆) is equivalent to Hc(k) = 0 and condition (6) can
be expressed as Ic(k) = d(k) in terms of

d(0) := vec
(
cos
(
ΘW (x, y)

))
(x,y)∈G

d(1) := vec
(
sin
(
ΘW (x, y)

))
(x,y)∈G

}

and a sparse matrix I46). Indeed, if we assume that

every (x, y) ∈ G is a vertex of some T ∈ ∆, (7)

each row vector of I has only one non-zero component
‘1’. As a result, SPS in the proposed scheme is reduced
to the following convex optimization problem, say SPS
again, for the B-coefficient vector c(k):

SPS: Find c∗(k) (k = 0, 1) minimizing

cT(k)Qc(k)
subject to Hc(k) = 0 and Ic(k) = d(k).

Moreover, by considering the influence of phase noise
ν, we can relax SPS as a generalized Hermite-Birkhoff in-
terpolation problem44):

SPS+: Find c∗(k) (k = 0, 1) minimizing

cT(k)Qc(k)
subject to Hc(k) = 0 and −ϵ(k) ≤ Ic(k) − d(k) ≤ ϵ(k),
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where ϵ(k) := vec(ϵ(k)(x, y))(x,y)∈G ∈ Rcard(G)
+ (k =

0, 1) are the acceptable interpolation errors designed to
be small if the wrapped phase ΘW (x, y) is reliable at
(x, y) ∈ G, and relatively large otherwise. SPS and SPS+
can be solved by quadratic programming solvers48)–50), if
the constraints are feasible.

Even if the constraint in SPS (or SPS+) is infeasible, it
can be relaxed in the following sense of hierarchical con-
vex optimization problem:

SPS++: Find c∗∗(k) (k = 0, 1) minimizing

c∗T(k)Qc∗(k)
subject to c∗(k) ∈ argmin

Hc(k)= 0
∥Ic(k) − d(k)∥22.

SPS++ is solved by hybrid steepest descent method51)–56).

3.3 Algebraic Phase Unwrapping (APU)
Let ∆ := {Ti := ⟨v⟨i⟩

1 ,v
⟨i⟩
2 ,v

⟨i⟩
3 ⟩}Ni=1 be a regu-

lar triangulation satisfying (7), and let θ0 ∈ R satisfy
f∗(v

⟨1⟩
1 ) := f∗(0)(v

⟨1⟩
1 ) + ıf∗(1)(v

⟨1⟩
1 ) = |f∗|eıθ0 . Suppose

that we are interested in θf∗ of f∗ at v⟨K⟩
2 (1 ≤ K ≤ N ),

where we assume, without loss of generality, v⟨i+1⟩
1 =

v
⟨i⟩
2 (i = 1, 2, . . . ,K − 1) by renumbering the indices of

triangles and their vertices if necessary. Define a piecewise
C1 path Υ : [0,K]→

∪K
i=1 Ti by

Υ(τ) := (τ − i+1)(v
⟨i⟩
2 −v

⟨i⟩
1 )+v

⟨i⟩
1 for τ ∈ [i−1, i],

and then, from Fact 1(ii), θf∗(v
⟨K⟩
2 ) is expressed as

θf∗(v
⟨K⟩
2 ) = θ0 +

∫ K

0

ℑ

[
F ′
(0)(τ) + ıF ′

(1)(τ)

F(0)(τ) + ıF(1)(τ)

]
dτ ,

= θ0 +
K∑
i=1

∫ 1

0

ℑ

[
F

⟨i⟩′
(0) (τ) + ıF

⟨i⟩′
(1) (τ)

F
⟨i⟩
(0)(τ) + ıF

⟨i⟩
(1)(τ)

]
dτ , (8)

where F(k)(τ) := f∗(k)(Υ(τ)) (k = 0, 1) and F ⟨i⟩
(k)(τ) :=

F(k)(τ + i− 1) = f∗(k)(Υ(τ + i− 1)) (τ ∈ [0, 1], k = 0, 1

and i = 1, 2, . . . ,K). Since F ⟨i⟩
(k)(τ) ∈ R[τ ] (k = 0, 1) are

univariate polynomials of degree d at most, all integrals in
(8) can be computed analytically by the following method
called algebraic phase unwrapping33)–37).

Fact 2 ([36]) Let P(k)(τ) (k = 0, 1) be univariate real
polynomials, and let P (τ) := P(0)(τ) + ıP(1)(τ) be a
univariate complex polynomial satisfying P (τ) ̸= 0 for
all τ ∈ [a, b]. Then, for every τ∗ ∈ (a, b], we have∫ τ∗

a

ℑ

[
P ′
(0)(τ) + ıP ′

(1)(τ)

P(0)(τ) + ıP(1)(τ)

]
dτ

=


arctan(Q(τ∗)) +

[
V (Ψ(τ∗))− V (Ψ(a))

]
π

if P(0)(τ
∗) ̸= 0;

π

2
+
[
V (Ψ(τ∗))− V (Ψ(a))

]
π if P(0)(τ

∗) = 0;

−

{
arctan(Q(a)) if P(0)(a) ̸= 0;

sgn(Ψ0(a)Ψ1(a))
π

2
if P(0)(a) = 0,

(9)

Input: P(0)(τ) ∈ R[τ ], P(1)(τ) ∈ R[τ ] and a ∈ R
Output: (Ψj(τ))

q
j=0

1: Ψ0(τ)←
P(0)(τ)

(τ−a)e0
(e0: order of a as a zero of polynomial P(0))

2: Ψ1(τ)←
P(1)(τ)

(τ−a)e1
(e1: order of a as a zero of polynomial P(1))

3: j ← 1
4: while deg(Ψj) ≥ 1 (deg(Ψj): degree of polynomial Ψj ) do
5: Ψj+1 ← −rem(Ψj−1,Ψj)

(rem(Ψj−1,Ψj): remainder of division of Ψj−1 by Ψj )
6: j ← j + 1
7: end while
8: q ← j
9: Return (Ψj(τ))

q
j=0

Fig. 1: Algorithm generating (Ψj(τ))
q
j=0 in Fact 2.

where Q(τ) := P(1)(τ)/P(0)(τ), sgn(x) := x/|x| for
x ̸= 0, sgn(x) := 0 for x = 0, and V (Ψ(τ∗)), V (Ψ(a)) ∈
Z+ are the numbers of sign changes, at τ = τ∗ and
τ = a, in the polynomial sequence (Ψj(τ))

q
j=0 gener-

ated by the algorithm in Fig. 1 (e.g., if q = 5, τ∗ =
1 and (Ψ0(1),Ψ1(1),Ψ2(1),Ψ3(1),Ψ4(1),Ψ5(1)) =
(3,−2, 5, 1, 0,−2), V (Ψ(τ∗)) = 3 because there are three
sign changes (3→ −2), (−2→ 5) and (1→ −2)). □

In [36], we also proposed an alternative way, based on
subresultant theory57), of computation for V (Ψ(τ∗)) and
V (Ψ(a)) in (9), to resolve certain numerical instabilities
caused by polynomial division in the algorithm in Fig. 1.
In this report, we use [36, Theorem3] for fast and stable
evaluations of V (Ψ(τ∗)) and V (Ψ(a)) in (9).

Note that, under the condition f∗(x, y) ̸= 0 for all
(x, y) ∈ Ω, we can compute θf∗(x, y) not only at (x, y) ∈
G but also at any (x, y) ∈ Ω by repeatedly applying alge-
braic phase unwrapping. Therefore, unlike many existing
algorithms, the proposed scheme gives a smooth θf∗ , as
a high-resolution estimate of Θ, which is consistent with
the wrapped phase, i.e., W (θf∗(x, y)) ≈ ΘW (x, y) at
(x, y) ∈ G. This approach is particularly effective in the
case where phase noise is relatively small.

3.4 Denoising by Selective Smoothing (DSS)
It is well-known that phase noise observed at even small

portion of sampling points can create residues which influ-
ence the global feature of the results of existing 2D phase
unwrapping algorithms1), 2), 58)–60). This has been a central
reason of the difficulty in 2D phase unwrapping. In the
proposed scheme for noisy wrapped samples, the occur-
rence of common zeros of f∗(0) and f∗(1) in SPS (or SPS+ or
SPS++), which yields the path dependency of θf∗ in APU,
can be seen as such a type of difficulty. These facts sug-
gest that excessive fidelity to noisy wrapped samples easily
leads to poor estimates in 2D phase unwrapping problem.

To suppress the influence of noise, we denoise the
wrapped phase ΘW (x, y) to obtain Θ̃W (x′, y′) ∈ (−π, π]
((x′, y′) ∈ G′ ⊃ G) by smoothing ΘW while keeping
the condition Θ̃W (x, y) = ΘW (x, y) for all (x, y) ∈ GI
(⊂ G), where GI is the set of all reliable sampling points.
The reliability of each sampling point is judged on the ba-
sis of the wrapped phase difference and the residues. The
smoothing is realized by using convex optimization. The
main idea of Denoising by Selective Smoothing (DSS) is
divided into the following two substeps.
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DSS-1: Classify all sampling points in G into GI (Type I:
reliable) and GII := G\GI (Type II: unreliable) by
using the information of W (∆ΘWi ) and residues.

DSS-2: Produce smoothed wrapped samples Θ̃W (x, y) ∈
(−π, π] at (x, y) ∈ G′ (⊃ G), where Θ̃W satisfies

Θ̃W (x, y) = ΘW (x, y) if (x, y) ∈ GI

and Θ̃W (x, y) at (x, y) ∈ G′ \ GI is determined
by interpolation of a minimizer of the following
convex function:

J̃(Θ) := ∥D1Θ− δ∥1,w1 + ∥D2Θ∥22,w2
,

where we express
∑

i wi|∆Θi−W (∆ΘWi )| in J
as ∥D1Θ− δ∥1,w1 in J̃ , and ∥D2Θ∥22,w2

stands
for the square of an weighted ℓ2 norm of the sec-
ond order differences of Θ.

For more details on DSS, see [61].

4 Application to Terrain Height Estimation
In this section, we apply the proposed 2D phase unwrap-

ping scheme to terrain height estimation by InSAR.

4.1 Terrain Height Estimation by InSAR
Interferometric synthetic aperture radar (InSAR)3)–9) is

an imaging technique allowing highly accurate measure-
ments of surface topography in all weather conditions, day
or night. In InSAR system (see Fig. 2(a)), Antenna 1 and
Antenna 2 on-board an aircraft or a spacecraft platform
transmit coherent broadband radio signals and receive the
reflected signals sk := |sk|e−ı(

4πRk
λ +ϕk+νk) (k = 1, 2)

from a target corresponding to (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, where λ
is the wavelength of the transmitted signal, Rk is the dis-
tance from Antenna k to the target, ϕk is the backscatter
phase delay, νk is additive phase noise, and the dependen-
cies of variablesRk, ϕk, νk, θo and θi on (x, y) are omitted
for notational simplicity in Fig. 2 and in the discussion be-
low. Since the backscatter phase delay ϕk is determined by
the shape of the target, geological condition, and weather
condition, we can expect ϕ1 = ϕ2 in many situations, and
hence the interferometric image is obtained as

s̄1s2 = |s1||s2|eı(
4π(R1−R2)

λ +ν), (10)

where s̄1 denotes the complex conjugate of s1 and ν :=
ν1 − ν2. The interferometric phase Θint := 4π(R1 −
R2)/λ can also be expressed, from the simple geometric
relation in Fig. 2(a) and the law of cosines, as

Θint =
4π

λ

{
R1 −

√
R2

1 +B2 − 2R1B sin(θo − α)
}

,

and its noisy wrapped samples ΘWint := W (Θint + ν) are
observed from (10).

Suppose that we know the height at (x0, y0) as H0 (see
Fig. 2(b)). Then we compute the reference phase Θref :=
4π(R1 −RH0

2 )/λ expressed as

Θref =
4π

λ

{
R1 −

√
R2

1 +B2 − 2R1B sin(θH0
o − α)

}

(a) (b)
Fig. 2: Outline drawing of terrain height estimation by In-
SAR. (a) Sectional view for the construction of the inter-
ferometric phase. (b) Sectional view for the construction
of the reference phase.

s.t. cos θH0
o =

R2
1+(RE+HSAR)2−(RE+H0)

2

2R1(RE+HSAR) , which is a vir-
tual interferometric phase assuming that the terrain height
is always H0. Note that the reference phase can be com-
puted because we can compute θH0

o unlike θo. Define the
2D unwrapped phase as Θ := Θint − Θref . To estimate
terrain height H , as a refinement of [62, Equation A.2.3],
we newly derive the following relation:

Θ ≈ 4πB cos(θH0
o − α)(H −H0)

λ sin θH0
i

√
R2

1 +B2 − 2R1B sin(θH0
o − α)

, (11)

where θH0
i in Fig. 2(b) can be computed from sin θH0

i =
(RE+HSAR) sin θH0

o

RE+H0
. The wrapped phase ΘW :=W (Θint−

Θref + ν) = W (ΘWint − Θref) is obtained from (10) and
Θref . After reconstructing Θ from ΘW via 2D phase un-
wrapping, terrain height H is estimated from (11).
4.2 Parameter Settings of The Proposed Scheme

Assume that noisy wrapped samples ΘW are observed
on rectangular grid points G := {(xi, yj)}i=0,1,...,n

j=0,1,...,m

s.t. xi−xi−1 =: hx > 0 (i = 1, 2, . . . , n) and yj−yj−1 =:
hy > 0 (j = 1, 2, . . . ,m) in Ω := [x0, xn]× [y0, ym].

In DSS, the denoised wrapped samples Θ̃W on G′ :=
{(x′i, y′j)}

i=0,1,...,ln
j=0,1,...,lm s.t. x′0 = x0, x′ln = xn, y′0 = y0,

y′lm = ym, x′i − x′i−1 = hx/l (i = 1, 2, . . . , ln), and
y′j − y′j−1 = hy/l (j = 1, 2, . . . , lm) are obtained by
using l = 3, w1 = 1 and w2 = 1

1001.
After DSS, we use SPS+ to obtain the smoothest bivari-

ate spline functions f∗(k) ∈ S
2
4 (∆†) (k = 0, 1), where ∆†

is a crisscross partition by diagonally cutting every rectan-
gle [x′i, x

′
i+1]× [y′j , y

′
j+1] into four triangles. In SPS+, we

set ϵ(0)(x, y) = ϵ(1)(x, y) = 0 for (x, y) ∈ GI to guarantee

W (θf∗(x, y)) = ΘW (x, y) for all (x, y) ∈ GI, (12)

and we set ϵ(0)(x, y) = 0.5 − 0.5| cos(Θ̃W (x, y))| and
ϵ(1)(x, y) = 0.5−0.5| sin(Θ̃W (x, y))| for (x, y) ∈ G′ \GI
because Θ̃W is influenced by smoothing effect of DSS and
GII ⊂ G′ \ GI.
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(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h)
Fig. 3: Comparison of the proposed 2D phase unwrapping and the existing 2D phase unwrapping (I): (a) unwrapped phase
Θ (to be estimated), (b) wrapped phase ΘW , (c) estimate by BC (MSE = 1.7587), (d) estimate by MST (MSE = 8.2192),
(e) estimate by MCF (MSE = 0.0974), (f) estimate by LS (MSE = 20.4673), (g) distribution of Type I (white) and
Type II (black), and (h) estimate by the proposed scheme (DSS, SPS+ and APU) (MSE = 0.0379), where MSE is the
mean square error of each estimate, i.e, MSE := 1

32761

∑180
i=0

∑180
j=0 |Θi,j −Θ∗

i,j |2 (Θ∗: estimate).

(a) (b) (c) (d) (e) (f)
Fig. 4: Comparison of terrain height estimations based on the proposed 2D phase unwrapping and the existing 2D phase
unwrapping (I): (a) test mountain of height H (to be estimated), (b) estimate by BC (MAE = 37.6844), (c) estimate
by MST (MAE = 87.1949), (d) estimate by MCF (MAE = 26.9321), (e) estimate by LS (MAE = 162.3990), and
(f) estimate by the proposed scheme (DSS, SPS+ and APU) (MAE = 23.2882), where MAE is the mean absolute error
of each estimate, i.e., MAE := 1

32761

∑180
i=0

∑180
j=0 |Hi,j −H∗

i,j | (H∗: estimate).

(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h)
Fig. 5: Comparison of the proposed 2D phase unwrapping and the existing 2D phase unwrapping (II): (a) unwrapped phase
Θ (to be estimated), (b) wrapped phase ΘW , (c) estimate by BC (MSE = 2.5410), (d) estimate by MST (MSE = 49.4547),
(e) estimate by MCF (MSE = 1.4087), (f) estimate by LS (MSE = 5.8364), (g) distribution of Type I (white) and
Type II (black), and (h) estimate by the proposed scheme (DSS, SPS+ and APU) (MSE = 0.2011).

(a) (b) (c) (d) (e) (f)
Fig. 6: Comparison of terrain height estimations based on the proposed 2D phase unwrapping and the existing 2D phase
unwrapping (II): (a) test mountain of height H (to be estimated), (b) estimate by BC (MAE = 52.1210), (c) estimate
by MST (MAE = 210.7460), (d) estimate by MCF (MAE = 41.1130), (e) estimate by LS (MAE = 86.7128), and
(f) estimate by the proposed scheme (DSS, SPS+ and APU) (MAE = 30.3923).

4.3 Numerical Experiments
We demonstrate the effectiveness of the proposed 2D

phase unwrapping scheme by terrain height estimation
based on (11). Figure 3(a) shows the unwrapped phase Θ
generated from a test mountain shown in Fig. 4(a). Here
we set the parameters of InSAR system by α = π/6 [rad],
λ = 23.5 [cm], B = 500 [m], HSAR = 800 [km], RE =
6371 [km], R1(x0, y0) = 1243 [km], and H(x0, y0) =
H0 = 2530 [m]. Figure 3(b) depicts the wrapped phase
ΘW on G := {(xi, yj)}i=0,1,...,180

j=0,1,...,180 s.t. hx = 16.2 [m]
and hy = 19.5 [m], where additive phase noise ν is gener-
ated by [63]. Figures 3(c), 3(d), 3(e), and 3(f) respectively
depict the estimates of Θ by branch cut (BC)5), minimum

spanning tree (MST)27), minimum cost flow (MCF)28) (all
weights are ‘1’), and least squares (LS)29) (all weights
are ‘1’). Figures 3(g) shows the distribution of samples
of Type I and Type II from which we see that samples
of Type I distribute sparsely but almost uniformly over
Ω. Figure 3(h) depicts the estimate of Θ by the proposed
scheme (DSS, SPS+ and APU). Figures 4(b), 4(c), 4(d),
4(e), and 4(f) show the mountains constructed from the
results in Fig. 3 and (11). Figures 3 and 4 show that the
proposed scheme achieves the best performance compared
with the other algorithms visually as well as numerically.

Figure 5(a) shows the unwrapped phase Θ generated
from another test mountain in Fig. 6(a). The parameter
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settings of InSAR system, the proposed scheme, and the
other algorithms are same as those used in the first simula-
tion except for R1(x0, y0) = 1244 [km] and H(x0, y0) =
H0 = 579 [m]. Figure 5(b) depicts the noisy wrapped
phase ΘW on G := {(xi, yj)}i=0,1...,180

j=0,1...,180. Figures 5(c),
5(d), 5(e), and 5(f) respectively depict the estimates of Θ
by BC, MST, MCF, and LS. Figures 5(g) shows the dis-
tribution of samples of Type I and Type II from which
we see that samples of Type I of this example also dis-
tribute sparsely but almost uniformly over Ω. Figure 5(h)
depicts the estimate by the proposed scheme (DSS, SPS+
and APU). Figures 6(b), 6(c), 6(d), 6(e), and 6(f) show
the mountains based on the results in Fig. 5 and (11). In
this example, the proposed scheme achieves again the best
performance compared with the other algorithms.
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Aided Geometric Design, 3-2, 83/127 (1986)

40) A. Galbis and M. Maestre: Vector Analysis Versus Vector
Calculus, Springer (2012)

41) C. de Boor: Best approximation properties of spline func-
tions of odd degree, Journal of Mathematics and Mechanics,
12-5, 747/749 (1963)

42) J. H. Ahlberg, E. N. Nilson, and J. L. Walsh: The Theory of
Splines and Their Applications, Academic Press (1967)
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幾何学的代数の要旨
○金谷健一 （岡山大学名誉教授）

Essence of Geometric Algebra

∗Kenichi Kanatani (Professor Emeritus, Okayama University)

Abstract– With a view to understanding geometric algebra, which has recently been attracting attention
for its potentially important role in physics (e.g., mechanics, electromagnetism, quantum mechanics, and
theory of relativity), and engineering (e.g., robotics control, computer vision, and computer graphics), we
describe in elementary terms its background topics, including Hamilton’s quaternion algebra, Grassmann
algebra, Clifford algebra, Grassmann–Cayley algebra, and Hestenes’ conformal geometry . The equations
are restricted within the limits of high-school and first-year college mathematics, without requiring any
specific mathematical knowledge.

Key Words: Hamilton’s quaternion, Grassmann algebra, Clifford algebra

1 幾何学的代数とは何か
本稿では最近，物理学（力学，電磁気学，量子力学，

相対性理論など）や工学（ロボット制御，コンピュー
タビジョン，コンピュータグラフィクスなど）で重要
な役割を果たすことが期待され，注目されている幾何
学的代数を概説する．
「幾何学的代数」とは要するに，「ハミルトン代数」と

「グラスマン代数」を統合した「クリフォード代数」に
「グラスマン–ケイリ―代数」（≈射影幾何学）と「共形
幾何学」を組み合わせたものである．これを理解する
には，直接に幾何学的代数を学ぶより，その背景要素
を理解するほうが早道である．本稿は参考文献 1, 2)に
基づいている．
歴史的にはハミルトン代数とグラスマン代数が 19世

紀に構築され，それが二つの逆方向に進展した．すな
わち，より一般的な抽象代数に発展させたのが英国の
数学者クリフォードであり，逆に物理学の記述に必要
最小限に簡素化したのが米国の物理学者ギブスである．
後者が「ベクトル解析」と呼ばれ，今日世界中のすべ
ての大学の理工系の初年次に教えられているのに対し
て，クリフォード代数は 20世紀末に米国の物理学者ヘ
ステネスがとりあげるまで，一部の数学者を除いてほ
とんど忘れられていた．

2 代数系
英語の algebraという語には二つの意味がある．一

つは記号に演算を施す学問体系という意味であり，も
う一つは加減，定数倍，積が定義される集合という意
味である．混乱を防ぐために，以下では前者を「代数
学」，後者を「代数系」（「多元環」と訳されることも
ある）と読んで区別する．
加減，定数倍が定義される集合は「ベクトル空間」

（「線形空間」とも呼ばれる）であるから，代数系と
は要するにベクトル空間に積を定義したものである．
要素の和は形式的なものでよく，単なる和集合とみな
してよい．例えば 2個のみかんと 3個のりんごを足し
た和は，みかん 2個りんご 3個から成る集合であり，こ
れに 3個のみかんを足すと，みかん 5個とりんご 3個
から成る集合となる．このような形式的な和を「形式
和」(formal sum)と呼ぶ．

3 四元数
複素数の集合 Cは実数と記号 iからなる代数系であ

り，記号間の積を i2 = −1と約束する．この代数系は平
面上の点集合とみなせ，2次元ベクトルの演算と同一視
できる．そして，単位ベクトルとの積はその偏角だけの
回転に対応する．ハミルトンはこれを 3次元空間に拡張
しようと考え，新たな記号 jを導入して j2 = −1と約束
した．そして，複素数の 3次元版 p = x+iy+jzを考え
た．すると，加減算に関する限り，3次元ベクトルの演
算と同一視できるが，これと q = u+iv+jwとの積は pq
= (xu−yv−zw)+i(xv+yu)+j(xw+zu)+ijyw+jizv
となり，閉じた代数系が定義できない．
ハミルトンは長くこれに悩んでいたが，1843年 10月

16日に妻と散歩中に突然解決法を思いついた．それは
k2 = −1となる新たな記号 kを導入した 4次元空間を
考えて，ij = −ji = kと約束すればよいということで
ある．その経緯はアイルランドのダブリンのブルーム
橋の記念銘板に刻まれている．

4 ハミルトン代数系
実数と記号 i, j, kからなる代数系を考え，積（四元

数積）を次のように約束する．

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k, jk = i, ki = j,

ji = −ij, kj = −jk, ik = −ki (1)

この代数系を「ハミルトン代数系」と呼ぶ．ベクトル
空間とみると，4個の元 1, i, j, kを基底とする 4次元
空間となる．
この代数系の元（「四元数」と呼ぶ）は q = α + xi+

yi+qzkの形をしている．αを「スカラ部」，xi+yi+zk
を「ベクトル部」と呼ぶ．ベクトル部 q = xi+ yi+ zk
を成分が x, y, zのベクトルと同一視すると，四元数 q
はスカラ α とベクトル q の形式和 q = α + q とみな
せる．
ベクトル a, bを四元数とみなした積は，定義から計

算すると次のように書ける．

ab = −〈a, b〉 + a × b (2)
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ただし，〈a, b〉, a × bはそれぞれ通常のベクトルの内
積，ベクトル積である．すなわち，四元数積は内積と
ベクトル積を同時に計算しているとみなせる．
四元数 q = α + aの「共役四元数」を q† = α−a と

定義し，「ノルム」を次のように定義する．

‖q‖2 ≡ qq† = α2 + ‖a‖2(= q†q) (3)

これから q(q†/‖q‖2) = (q†/‖q‖2)q = 1であり，すべて
の四元数 q (6= 0)にその「逆元」q−1 = q†/‖q‖2が存在
して，qq−1 = q−1q = 1であることがわかる．逆元が
存在する代数系は「体」と呼ばれる．四元数全体は体
となる．四元数を用いる最大の利点は回転が表せるこ
とである．（四元数で表した）ベクトル xを軸 l（単位
ベクトル）の右ねじ周りに角度 Ω （ラジアン）だけ回
したベクトル x′ とすると，次のように表せる．

x′ = qxq†, q ≡ cos
Ω
2

+ l sin
Ω
2

(4)

このように作用する四元数 qを「回転子」と呼ぶ．

5 外積
原点を含み，ベクトル aの方向の直線を aで表す．

この直線の長さは無限であるが，「強度」‖a‖を持つと
みなす．原点を含み，ベクトル a, bの張る平面を a∧b
で表す．このように二つのベクトルを ∧（「外積」と呼
ぶ）で結んだものを「二重ベクトル」(bivector) と呼
ぶ． この平面の面積は無限であるが，「強度」‖a ∧ b‖
≡ (ベクトル a, bの作る平行四辺形の面積)を持つと
みなす．原点を含み，ベクトル a, b, c の張る空間を
a ∧ b ∧ cで表す．このように三つのベクトルの外積を
「三重ベクトル」(trivector)と呼ぶ．この空間の体積は
無限であるが，「強度」‖a∧ b∧ c‖ ≡ (ベクトル a, b, c
の作る平行六面体の体積)を持つとみなす．外積は次元
の低い部分空間を組み合わせて，より高い次元の部分
空間を定義するものであり，定義より次の性質をもつ．

• a ∧ b = −b ∧ a: 順序を変えると平面の符号が変
わる（裏返される）．

• a∧ a = 0: 一つのベクトルでは平面が定義できな
い（“0”は非存在を表す）

• a ∧ b ∧ c = b ∧ c ∧ a = c ∧ a ∧ b: 循環置換して
も定義される空間は同じ．

• a∧b∧c = −b∧a∧c = −c∧b∧a = −a∧c∧b:
二つを入れ換えると空間の符号が変わる（裏返さ
れる）．

• a ∧ b ∧ b = a ∧ b ∧ a = a ∧ a ∧ b = 0: 二つのベ
クトルでは空間が定義できない．

• a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c = a ∧ b ∧ c: 直線 aと
平面 b ∧ cの定義する空間も，平面 a ∧ bと直線
cとの定義する空間も，a, b, cの定義する空間と
同じ．

• a ∧ b ∧ c ∧ d = 0, a ∧ b ∧ c ∧ d = 0, ...: 3次元空
間には 3次元以上の空間が定義できない．

6 グラスマン代数系
実数と記号 e1, e2, e3 からなる代数系を考え，積 ∧

（外積）を次のように約束する．

ei ∧ ej = −ej ∧ ei, i, j = 1, 2, 3 (5)

したがって．ei ∧ ei = 0, i = 1, 2, 3である．各元は次
の形の形式和（「多重ベクトル」(multivector)と呼ぶ）
となる．

C = α︸︷︷︸
スカラ部

+ a1e1 + a2e2 + a3e3︸ ︷︷ ︸
ベクトル部

+ b1e2 ∧ e3 + b2e3 ∧ e1 + b3e1 ∧ e2︸ ︷︷ ︸
二重ベクトル部

+ ce1 ∧ e2 ∧ e3︸ ︷︷ ︸
三重ベクトル部

(6)

このような多重ベクトルから成る代数系を「グラスマ
ン代数系」と呼ぶ．ベクトル空間とみると，8個の元
1, ei, ei ∧ ej , ei ∧ ej ∧ ek, i, j = 1, 2, 3を基底とする 8
次元空間となる．
二重ベクトルと三重ベクトルの「双対」を基底によっ

て次のように定義する．

(e2 ∧ e3)∗ = e1, (e3 ∧ e1)∗ = e2, (e1 ∧ e2)∗ = e3,

(e1 ∧ e2 ∧ e3)∗ = 1 (7)

ベクトルa = a1e1+a2e2+a3e3, b = b1e1+b2e2+b3e3,
c = c1e1 + c2e2 + c3e3をグラスマン代数系の元とみな
すと，次のように書ける．

a ∧ b = (a2b3 − a3b2)e2 ∧ e3 + (a3b1 − a1b3)e3 ∧ e1

+(a1b2 − a2b1)e1 ∧ e2, (8)

a ∧ b ∧ c = (a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1

−a2b1c3 − a1b3c2)e1 ∧ e2 ∧ e3 (9)

そして，次の関係が成り立つ

(a ∧ b)∗ = a × b (ベクトル積), (10)

(a ∧ b ∧ c)∗ = |a, b, c| (スカラ三重積) (11)

7 クリフォード代数系
実数と記号 e1, e2, e3からなる代数系を考え，積（「幾

何学積」または「クリフォード積」と呼ぶ）を次のよ
うに約束する．

e2
1 = e2

2 = e2
3 = 1, eiej = −ejei, i, j = 1, 2, 3 (12)

各元は次の形の形式和（「多重ベクトル」と呼ぶ）と
なる．

C = α︸︷︷︸
スカラ部

+ a1e1 + a2e2 + a3e3︸ ︷︷ ︸
ベクトル部

+ b1e2e3 + b2e3e1 + b3e1e2︸ ︷︷ ︸
二重ベクトル部

+ ce1e2e3︸ ︷︷ ︸
三重ベクトル部

(13)
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このような多重ベクトルから成る代数系を「クリフォー
ド代数系」と呼ぶ．ベクトル空間とみると，8個の元
1, ei, eiej , eiejek, i, j = 1, 2, 3を基底とする 8次元空
間となる．
次のような奇数個の基底をもつ元を「奇多重ベクト

ル」と呼ぶ．

A = a1e1 + a2e2 + a3e3︸ ︷︷ ︸
ベクトル部

+ ce1e2e3︸ ︷︷ ︸
三重ベクトル部

(14)

次のような偶数個の基底をもつ元を「偶多重ベクトル」
と呼ぶ．

B = α︸︷︷︸
スカラ部

+ b1e2e3 + b2e3e1 + b3e1e2︸ ︷︷ ︸
二重ベクトル部

そして，次のように「奇偶性」(pariy)が保たれる．

• (奇多重ベクトル)(奇多重ベクトル)
= (偶多重ベクトル).

• (偶多重ベクトル)(偶多重ベクトル)
= (偶重ベクトル).

• (奇多重ベクトル)(奇多重ベクトル)
= (奇多重ベクトル).

したがって，偶多重ベクトルの集合はそれ自身で閉じ
た「部分代数系」を作るこの部分代数系はハミルトン
代数系にほかならない．なぜなら

i ≡ −e2e3, j ≡ −e3e1, k ≡ −e1e2 (15)

と置くと式 (1)が満たされるからである．すなわち，ク
リフォード代数系はハミルトン代数系を内包している．
8 幾何学積の性質
ベクトルa = a1e1+a2e2+a3e3, b = b1e1+b2e2+b3e3

をクリフォード代数系の元とみなすと，これらの幾何
学積は次のようになる．

ab = a1b1 + a2b2 + a3b3 + (a2b3 − a3b2)e2e3

+(a3b1 − a1b3)e3e1 + (a1b2 − a2b1)e1e2, (16)

ba = b1a1 + b2a2 + b3a3 + (b2a3 − b3a2)e2e3

+(b3a1 − b1a3)e3e1 + (b1a2 − b2a3)e1e2 (17)

外積 a ∧ bを「反対称化」によって定義する．

a ∧ b =
1
2
(ab − ba), (18)

a∧b∧c =
1
6
(abc+bca+cab−cba−bac−acb). (19)

4個以上のベクトルの外積は 0と約束する．すると，グ
ラスマン代数系の公理がすべて満たされる．すなわち，
クリフォード代数系はグラスマン代数系を内包してい
る．
ベクトル a = a1e1 + a2e2 + a3e3, b = b1e1 + b2e2 +

b3e3, c = c1e1 + c2e2 + c3e3 に対して，外積は次のよ
うになる．

a ∧ b = (a2b3 − a3b2)e2e3 + (a3b1 − a1b3)e3e1

+(a1b2 − a2b1)e1e2, (20)

Ω

x

O

x’

a

b

a b

Fig. 1: 回転は回転面と回転角で指定される．

a ∧ b ∧ c = (a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1

−a2b1c3 − a1b3c2)e1e2e3 (21)

式 (16), (17)より，幾何学積の「対称化」は内積に等
しい．

1
2
(ab + ba) = a1b1 + a2b2 + a3b3 = 〈a, b〉 (22)

特に，a2 = ‖a‖2 である．ゆえに，ベクトルの幾何学
積は次のようにも書ける．

ab = 〈a, b〉 + a ∧ b (23)

すなわち， 幾何学積 abは内積 〈a, b〉と外積 a ∧ bを
同時に計算しているとみなせる．

a2 = ‖a‖2 より，a(a/‖a‖2) = (a/‖a‖2)a = 1 で
あるから，すべてのベクトル a (6= 0) は逆元 a−1 =
a/‖a‖2 をもち，aa−1 = a−1a = 1が成り立つ．

9 回転
回転は回転面 a∧bと回転角Ωで定義される（図 1）．

回転面の「面積要素」を次のように定義する．

I =
a ∧ b

‖a ∧ b‖
(24)

これは（向きを含んで）同じ回転面を定義する限り，a,
bの取り方によらない．定義より，I2 = −1となるこ
とが示せる．そして，ベクトル xを面積要素 I の面に
対して角度 Ωだけ回転すると，次のベクトルとなる．

x′ = RxR−1, R ≡ cos
Ω
2
− I sin

Ω
2

(25)

このように作用する R を「回転子」と呼ぶ．逆回転
R−1はΩの符号を変える（＝面積要素 Iの符号を変え
る）ことによって得られる．

10 グラスマン–ケイリー代数
実数と記号 e0, e1, e2, e3からなる代数系を考え，積

（外積）を次のように約束する．

ea ∧ eb = −eb ∧ ea, a, b = 0, 1, 2, 3 (26)

得られる代数系を「グラスマン–ケイリー代数」と呼
ぶ．ベクトル空間とみると，16個の元 1, ea, ea ∧ eb,
ea ∧ eb ∧ ec, ea ∧ eb ∧ ec ∧ ed, a, b, c, d = 0, 1, 2, 3を
基底とする 16次元空間となる．
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Fig. 2: 直線のプリュッカー座標の幾何学的解釈．

これによって，原点を通らない点や直線や平面がこ
の空間でのグラスマン代数によって表せる．まず，3次
元空間の点 (x, y, z)を次の元に対応させる．

p = e0 + xe1 + ye2 + ze3 (27)

ただし，これに任意の 0でない実数を掛けたものも同
じ点を表すとする．そのような元からなる 4次元空間
を「同次空間」と呼ぶ．定義より原点 (0, 0, 0)は e0に
対応するので，e0 を 3次元空間の原点 O と同一視す
る．そして，e0 を含まない（e0 の係数が 0）の元

u = ue1 + ue2 + ue3 (28)

を (u, v, w)方向を表す方向ベクトルと解釈する．これ
に任意の 0でない実数を掛けても同じ方向を表す．こ
れはまた式 (27)で x, y, z を無限大にした極限（その
結果 e0が相対的に無視される）ともみなせるので，式
(28)は (u, v, w)方向の「無限遠点」とも解釈される．

4次元同次空間を考えることは，実質的に古典的な
射影幾何学を考えていることと同じである（射影幾何
学では 4次元同次空間は「“3次元”射影空間」と呼ば
れる）．グラスマン–ケイリー代数は，射影幾何学をグ
ラスマン代数によって記述したものに相当している．

3次元空間の 2点を式 (27)のように同次空間の点 p1,
p2 として表すと，二重ベクトル

L = p1 ∧ p2 (29)

は 3次元空間のその 2点を通る直線とみなされる．こ
れを基底によって

L = m1e0 ∧ e1 + m2e0 ∧ e2 + m3e0 ∧ e3

+n1e2 ∧ e3 + n2e3 ∧ e1 + n3e1 ∧ e2. (30)

と書くとき，mi, ni, i = 1, 2, 3 をこの直線の「プ
リュッカー座標」と呼ぶ．これらに任意の 0でない実
数を掛けても同じ直線を表すという意味で，これらは
「同次座標」である．m = m1e1 + m2e2 + m3e3, n =
n1e1 + n2e2 + n3e3 を 3次元空間のベクトルと同一視
すると，mは直線の方向，nは支持平面（その直線と
原点Oを通る平面）の法線ベクトルになっている（図
2）．そして，点 pが直線 Lの上にある条件が

p ∧ L = 0 (31)

であるという意味で，これが直線Lの「方程式」である．
3次元空間の 3点を同次空間の点 p1, p2, p3 で表す

と，三重ベクトル

Π = p1 ∧ p2 ∧ p3 (32)

O

n

x

h

Fig. 3: 平面のプリュッカー座標の幾何学的解釈．

は 3次元空間のその 3点を通る平面とみなされる．こ
れを基底によって

Π = n1e0 ∧ e2 ∧ e3 + n2e0 ∧ e3 ∧ e1 + n3e0 ∧ e1 ∧ e2

+he1 ∧ e2 ∧ e3 (33)

と書くとき，ni, i = 1, 2, 3, および h をこの平面の
「プリュッカー座標」と呼ぶ．これらも任意の 0でない
実数を掛けても同じ平面を表すという意味で「同次座
標」である．n = n1e1 + n2e2 + n3e3を 3次元空間の
ベクトルと同一視すると，これはその平面の法線ベク
トルになり，hがその平面の原点 Oからの距離（nの
長さを 1とする単位で測り，n方向を正とする）であ
る（図 3）．そして，点 pが平面 Lの上にある条件が

p ∧ Π = 0 (34)

であるという意味で，これが平面Πの「方程式」である．

11 結合，交差と双対定理
2点 p1, p2 を通る直線 Lをそれらの「結合」(join)

と呼び，L = p1 ∪ p2 と書く．3点 p1, p2, p3 を通る平
面 Πをそれらの結合と呼び，Π = p1 ∪ p2 ∪ p3と書く．
点 pと 直線 Lを通る平面Πをそれらの結合と呼び，Π
= p ∪ Lと書く（図 4）．
直線 Lと平面Πの交点 pをそれらの「交差」(meet)

と呼び，p = L∩Πと書く．2平面Π1, Π2の交線Lをそ
れらの交差と呼び，L = Π1∩Π2と書く．3平面Π1, Π2,
Π3の交点 pをそれらの交差と呼び，p = Π1 ∩Π2 ∩Π3

と書く（図 4）．
平面Πと点 pが互いに原点Oの反対側で向かい合っ

て，「逆距離」（互いの原点Oまでの距離の積が 1）にあ
るとき，それらは互いに「双対」であるといい，Π =
p∗, p = Π∗ と書く．
直線 Lの支持平面と直線 Lに直交する平面を支持平

面とし，それぞれの支持平面上で互いに逆距離にある
直線 L∗を Lの「双対直線」という．L∗の双対直線は
L自身である．
次のような双対定理が成り立つ．

(p ∪ L)∗ = p∗ ∩ L∗, (L ∩ Π)∗ = L∗ ∪ Π∗,

(p1 ∪ p2)∗ = p∗1 ∩ p∗2, (Π1 ∩ Π2)∗ = Π∗
1 ∪ Π∗

2,

(p1 ∪ p2 ∪ p3)∗ = p∗1 ∩ p∗2 ∩ p∗3,

(Π1 ∩ Π2 ∩ Π3)∗ = Π∗
1 ∪ Π∗

2 ∪ Π∗
3 (35)
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Fig. 4: 結合と交差

12 共形空間
実数と記号 e0, e1, e2, e3, e∞からなる代数系を考え

て，積（幾何学積）を次のように約束する．

e2
1 = e2

2 = e2
3 = 1, e2

0 = e2
∞ = 0,

e0e∞ +e∞e0 = −2, eie0 +e0ei = eie∞ +e∞ei = 0,

eiej + ejei = 0, i, j = 1, 2, 3 (36)

ベクトル空間とみると，36個の元 1, eκ, eκ ∧ eλ, eκ ∧
eλ ∧ eµ, eκ ∧ eλ ∧ eµ ∧ eν , κ, λ, µ, ν = 0, 1, 2, 3, ∞を
基底とする 36次元空間となる．

1, e0, ei, i = 1, 2, 3, e∞の張る 5次元空間を「共形
空間」(conformal space)と呼ぶ．この空間の元の外積
を反対称化によって定義する．

x ∧ y ≡ 1
2
(xy − yx),

x ∧ y ∧ z ≡ 1
6
(xyz + yzx + zxy − zyx − yxz − xzy),

x ∧ y ∧ z ∧ w ≡ 1
24

(xyzw − yxzw + · · · ),

x∧ y ∧ z ∧w ∧ u ≡ 1
120

(xyzwu− yxzwu + · · · ) (37)

ただし，右辺の · · · はすべての順列にその符号（偶順
列は+，奇順列は−）を付けた和である．そして，6個
以上の元の外積は 0と約束する．これによってグラス
マン代数の公理がすべて満たされる．
共形空間の元の内積を対称化によって定義する．

〈x, y〉 ≡ 1
2
(xy + yx) (38)

そして，2乗ノルムを ‖x‖2 = 〈x, x〉で定義する．しか
し，式 (36)より，‖x‖2は必ずしも正とは限らない．す
なわち，共形空間は非ユークリッド空間である．

3次元空間の点 (x, y, z)を共形空間の次の点に対応
させる．

p = e0 + x +
1
2
‖x‖2e∞ (39)

ただし，x = xe1 + ye2 + ze3であり，これを 3次元空
間のベクトルと同一視する．そして ‖x‖2 はその（通

S

p
1

p
2

p
3

p
3

Σ

p
2

p
1

p4

S = p1 ∧ p2 ∧ p3 Σ = p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ p4

Fig. 5: 円周と球面.

常の意味の）2乗ノルムである．式 (36)の約束により，
pの共形空間の 2乗ノルムは 0となる (‖p‖2 = 0)．式
(39)に任意の 0でない実数を掛けたものも同じ点を表
すと約束する．すなわち，共形空間は同次空間である．
式 (39)より，x = 0とすると p = e0であるから，e0

は 3次元空間の原点Oと同一視される．一方，‖x‖2 →
∞の極限を考えると e0 が相対的に無視され，pは e∞
の定数倍となる．したがって，e∞は 3次元空間の（唯
一の）無限遠点と解釈される．
13 円周，球面，直線，平面

3点 p1, p2, p3 の外積

S = p1 ∧ p2 ∧ p3 (40)

はこれら 3点を通る円周を表す（図 5）．「表す」という
意味は，点 pがこの円周上にある条件が

p ∧ S = 0 (41)

であるという意味であり，これが円周 S の「方程式」
である．4点 p1, p2, p3, p4 の外積

Σ = p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ p4 (42)

はこれら 4点を通る球面を表す（図 5）．「表す」という
意味は，点 pがこの球面上にある条件が

p ∧ Σ = 0 (43)

であるという意味であり，これが球面 Σの「方程式」
である．
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Fig. 6: 2点 p1, p2 を通る直線 L = p1 ∧ p2 ∧ e∞ は p1, p2

と無限遠点 e∞ を通る円周と解釈される．3点 p1, p2, p3 を
通る平面 Π = p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ e∞ は p1, p2, p3 と無限遠点 e∞
を通る球面と解釈される．

式 (40)で p3 = e∞ とした

L = p1 ∧ p2 ∧ e∞ (44)

は点 p1, p2と無限遠点を通る円周，すなわち，2点 p1,
p2 を通る直線を表す（図 6）．式 (42)で p4 = e∞ と
した

Π = p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ e∞ (45)

は点 p1, p2, p3と無限遠点を通る球面，すなわち，3点
p1, p2, p3 を通る平面を表す（図 6）．このように，円
周と球面が基本的な幾何学的対象であり，直線や平面
は円周や球面の特別の場合とみなされる．

5次元共形空間はグラスマン–ケイリー代数の 4次元
同次空間に e∞による新たな次元を加えたものであり，
グラスマン–ケイリー代数のすべての結果を含んでいる．
そして，直線，平面，円周，球面の上記の表現（「直接
表現」と呼ぶ）に双対な「双対表現」を考えることが
でき，結合や交差に関する次のような双対定理が成り
立つ（詳細省略）．

（直接表現）∧（直接表現）=（結合の直接表現）,

（双対表現）∧（双対表現）=（交差の双対表現）

14 共形幾何学
「共形幾何学」(conformal geometry)とは「共形変

換」(conformal mapping)（角度を保つ空間の変換）の
性質を調べる学問であり，共形変換は「鏡映」と「反
転」(inversion)によって生成される．単位球に関する
反転は，単位球内の点を球の中心から逆距離の点に射
影することである．球の半径が変わればそれに応じて
写像のスケールが変わる（図 7）．
回転は交わる 2平面に関する鏡映を合成して得られ，

2平面の交線が回転軸になる（図 8）．並進は平行な 2
平面に関する鏡映を合成して得られ，回転軸が無限遠
方にある回転とみなされる（図 9）．
拡大・縮小は同心球面に関する反転を合成して得ら

れる．これらによって，よく知られた恒等変換，並進，

c

r x

x’

Fig. 7: 球面に関する反転．

π

π’

θ 2θ

Fig. 8: 回転は交わる 2平面に関する鏡映の合成として得ら
れ，2平面の交線が回転軸となる．

π

π’

h’− h
2(h’− h)

Fig. 9: 並進は平行な 2平面に関する鏡映の合成として得ら
れ，回転軸が無限遠方 にある回転とみなされる．

回転，拡大・縮小，相似変換，剛体運動だけでなく，反
転を加えたすべての共形変換が生成される．
このような共形変換はすべて，次の形の「ベクトル

作用子」(verser)によって表せる．

V = vkvk−1 · · · v1 (46)

ただし，各 vi は共形空間の元であり，kはこのベクト
ル作用子の「グレード」と呼ばれる．ベクトル作用子
V の共役を次のように定義する．

V† = (−1)kv−1
1 v2

2 · · · v−1
k (47)

そして，ベクトル作用子 V は幾何学的対象に次のよう
に作用する．

V( · · · )V† (48)

例えば，回転を表す回転子Rは書き変えると，やはり
式 (25) の形（グレード 2）で表される（それ以外の変
換の作用子は文献 1, 2) 参照）．
15 まとめ
幾何学的代数の利点は，結合や交差のような幾何学

的な計算が記号間の演算として簡便に記述できること
である．しかし，その実行はソフトウェアツールを用
いることになる．その内部では高次元（例えば共形幾
何学では 36次元）空間の行列計算が行われる．このと
き，要素のほとんどが 0の疎行列が多く現れ，そのま
ま定義によって計算すると非常に非効率である．現在，
幾何学的代数のソフトウェアの実行を効率化する研究
が世界の各地で進行している．
参考文献
1) 金谷健一：「代数系と幾何学/Geometric Algebra: ハミ
ルトン，グラスマン，クリフォード」，森北出版 (2014)
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Hamilton, Grassmann, and Clifford for Computr Vi-
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エイリアス状態問題に対応するためのACSMの改良
—迷路問題における相対位置テーブルを用いた内部メモリの効率的利用—

○林田 智弘 西崎 一郎 関崎 真也 武内 宏明 （広島大学）

Improvement of ACSM for the Aliased State Problems
—Efficient Utilization of the Internal Memory by Using Relative Position Table for Maze Problems—

∗T. Hayashida, I. Nishizaki, S. Sekizaki and H. Takeuchi (Hiroshima University)

Abstract– This study suggests a new learning classifier system which are developed based on ACSM (Antic-
ipatory Classifier System2 with Memory) (Hayashida et al., 2014). In the suggested system, named ACSST
(ACS2 with State Transition table), a state transition table which records the environmental information
and relative position are introduced. POMDP (Partially Observable Markov Decision Process) is one of the
Markov decision process such that an agent can observe only a part of the information of the environment.
POMDPs often include multiple aliased states which the optimal actions cannot be decided based only on
the current environmental information. The state transition table used for discriminate the aliased states
and other sates. The experimental results which are conduced in this paper indicate that ACSST has higher
performance for the large-scaled maze problems and shortest path selection problems than ACSM.

Key Words: Classifier system, Partially observable Markov decision process, Aliased states problems

1 はじめに
クラシファイアシステム (LCS: Learning Classifier

System)は，生物が持っている環境への適応手段であ
る進化と学習の概念を取り入れた自律型学習システム
である．環境との相互作用を通じて，If-thenの関係に
ある条件部と行動部によって構成されるルール（クラ
シファイア）をもち，各クラシファイアはその有用性
を表す適合度を通して学習していく．また，クラシファ
イアの条件部は，ドント・ケアと呼ばれる任意の入力
に合致する要素 ♯が導入されており，より簡単で単純
なルールを学習することができる．クラシファイアシ
ステムは自律ロボット工学 3, 16)，分類問題やデータマ
イニング 20, 14, 10) など様々な分野で応用されている．
Holland6, 7) が考案した Cognitive System 8) がクラ

シファイアシステムの最初の枠組みであると考えられ，
その後様々なクラシファイアシステムが提案されてき
た 4, 18, 19)．
数あるクラシファイアシステムの中でも，XCS (eX-

tended Classifier System) 19) は多くの注目を集め，最
も成功したクラシファイアの一つといえる．XCSが提
案されるまでは ZCS (Zeroth-level Classifier System)
18) などで用いられているように，期待利得もしくは強
度からクラシファイアの適合度を計算していたが，適切
な解を得るために必要であるが期待利得が低いクラシ
ファイアは淘汰されるという問題点があった．この問題
点を解消するために，XCSではクラシファイアが予測
した利得と実際の利得の誤差から計算したクラシファ
イアの正確さを適合度としている．XCSにおける利得
は，Holland のバケツリレーアルゴリズム 9) に従って
計算されており，逐次学習問題においては報酬の得ら
れない状態への推移を指示するクラシファイアであって
も，最終的に得られた報酬から割引係数のかかった報酬
が得られる．しかし，これらの手法では POMDPの問
題に対応することは困難であった．ACS (Anticipatory
Classifier System) 1, 15) は，従来の ZCSや XCSが過
去の情報を参照するのに対して，未来の情報を参照す

る手法であった．この手法は，IF–THENの条件部，行
動部に未来の情報を予測したEFFECT部を加えること
により，エイリアス状態を解決しようと考えた．ACS
の遺伝的アルゴリズムを改良した ACS22) は，現在の
期の環境に関する情報のみによって行動を決定するた
めに，この知覚情報のみでは状態を識別できないエイ
リアス状態を含む POMDPの問題に対しては，適切な
行動を選択することが困難であった．このような問題
を，本研究ではエイリアス問題と呼ぶ．

エイリアス問題に対して，内部メモリを導入したLCS
がいくつか提案されている．XCSに基づくシステムと
して，XCSM (XCS wit Memory) 11)や，その拡張とし
てのXCSMH (XCSM Hierarchic) 12)，エイリアス状態
におけるクラシファイアの利得振動を用いてエイリアス
状態の判別を行う XCSAT (XCS with internal Action
Table) 13) が提案されている．また，XCSAT と同様
のエイリアス状態識別の機構と内部メモリを導入した
ACSM(Anticipatory Classifier System with Memory)
5) が提案されている．

エイリアス状態判別機構を導入したこれらのクラシ
ファイアシステム野中では，ACSMが高いパフォーマ
ンスを持つが，学習過程のおけるクラシファイアの利
得振動を用いたエイリアス状態の判定を行うため多く
の学習期間が必要であることと，エイリアス状態の誤
判別による学習効率の低下が問題である．本研究では，
ACS2 2) に学習過程で得られる相対位置を記憶した状
態遷移テーブルを導入することで，エイリアス状態を
識別し POMDPにも対応するクラシファイアシステム
を提案する．このシステムは ACSM 5) を改良したク
ラシファイアシステムであり，エイリアス状態を識別
する状態遷移テーブルによって特徴づけられているた
めACSST(ACS2 with State Transition table)と呼ぶ．
提案手法をPOMDP環境が存在する迷路問題に適用し，
従来の研究と比較することにより性能を検証する提案
手法を POMDPが存在する迷路問題に適用し，従来の
研究と比較することにより性能を検証する．
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2 クラシファイアシステム
あらゆる行動系は IF-THENルールの集合によって

表現できるため，この性質を利用した行動選択のため
のシステムがクラシファイアシステムであり，この IF-
THENルールの全体集合が進化的に学習される．クラ
シファイアシステムに基づくエージェントは，環境か
らの外部情報を取得し，保持するクラシファイアによっ
て行動を決定する．クラシファイアシステムは行動選
択や学習の特徴などにより ZCS，XCS, ACSなどに分
類される．

2.1 ACS2

ACS2は，各クラシファイアが条件部，行動部，効果
部から構成され，効果部は行動の結果としての環境変
化を予測し，正しい場合はそのクラシファイアの予測
精度を増加させ，誤っている場合は減少させる．ACS2
では，各クラシファイアの予測精度と評価値の積に基
づいて行動が選択される.

ACS22, 2) において，クラシファイア cli は，Fig. 1
に示されるように，条件部 cli.C，行動部 cli.A，効果
部 cli.E から構成され，予測利得 cli.r，予測精度 cli.q
を保持する．

cli .C cli .A cli .rcli .E cli .q

Fig. 1: A classifier cli

条件部 cli.C がエージェントが知覚した環境情報に
一致する場合に発火するという．行動部 cli.Aはクラシ
ファイアの出力であり，エージェントの行動が記述さ
れる．また，効果部 cli.Eはクラシファイアの行動によ
る環境の変化を表し，予測利得 cli.rは環境からの報酬
あるいは利得の予測値であり，予測精度 cli.qは効果部
の精度を表す．ACS2のおおまかな枠組みを Fig. 2に
示す．

[A]

(

cli .r )(

[M]

cli .q )( cli .E )(

cli .F( )

Fig. 2: Flowchart of ACS2

エージェントの知覚情報に対して発火したクラシファ
イアの集合をマッチセット [M]とし，cli.F = cli.r×cli.q
をクラシファイア cli の適合度として，[M] の中から
cli.F に基づいて ϵ-greedy により 1つのクラシファイ
アが選択される．すなわち，確率 1−ϵで [M]から cli.F
が最大のクラシファイアが 1つ選択され，確率 ϵで [M]
から 1つのクラシファイアがランダムに選択される．こ
のとき，エージェントは選択されたクラシファイア cli
の行動部 cli.Aにより定義された行動を選択する．[M]
の中で，cli.Aと同じ行動部を持つクラシファイアの集

合をアクションセット [A]とする．

2.1.1 クラシファイアの進化

クラシファイア cli ∈[A]に対して，獲得利得 ρに基
づいて予測精度 cli.q，予測利得 cli.r，適合度 cli.F な
どのパラメータが更新され，cli.F に基づき，再生，一
点交叉，突然変異からなる遺伝的アルゴリズム (GA)
により条件部 cli.C の更新が行われる．ここでは，パ
ラメータ更新により各ルールによって構成される方策
の学習，GAによりルールの条件部の探索が行われて
いる．

2.1.2 パラメータ更新

アクションセット [A]に含まれるクラシファイアの行
動部は共通しており，エージェントは，行動の結果と
して変化した環境情報を再度知覚する．各クラシファ
イアの効果部は環境変化の予測であり，Fig. 2に示さ
れるように知覚情報と各クラシファイアの効果部を比
較することで正誤判定を行い，β ∈ (0, 1]を学習率とし
て，予測精度が次式により更新される．

cli.q ←
{
β + (1− β)cli.q if correct
(1− β)cli.q otherwise

(1)

このとき，[A]に含まれるクラシファイアの効果部は，
知覚された環境変化に基づいて更新される．次に，予
測利得および適合度を更新する．

cli.r ← cli.r + β(ρ+ γmaxP − cli.r) (2)

cli.F ← cli.q × cli.r (3)

ただし，ρは環境からの報酬あるいは獲得利得であり，
γ ∈ (0, 1]は割引率，maxP は行動の結果として変化
した環境に対して発火するクラシファイアの予測利得
cli.r の最大値である．式 (2)より，ACS2におけるク
ラシファイアの予測利得 cli.rは，Q-learning17)の行動
価値関数と同様の方法で更新される．

2.1.3 カバーリング

マッチセットのクラシファイアの数が一定以下の場
合，新しいクラシファイアが生成される．この動作は
カバーリングと呼ばれ，カバーリングが行われること
でマッチセットのクラシファイアの数が一定以上とな
り，多様な行動ルールの探索ができる．カバーリング
では，現在の入力情報に一致する条件部と，ランダム
に生成された行動部，効果部，予測利得および予測精
度を持つ複数のクラシファイアが新たにマッチセット
に追加される．また，カバーリングを行うことでクラ
シファイア群の数が一定数を超える場合，適合度の低
いクラシファイアを削除することで，クラシファイア
群全体の数が一定以下となるように調整する．

2.2 エイリアス状態

ACS2は，現在の期の環境に関する情報のみによって
最適方策を獲得することができる環境であるマルコフ
環境には対応しているが，現在の期の情報のみによっ
て最適方策を獲得することができない POMDP環境の
問題への対応は非常に困難である．
エージェントが知覚する外部情報は同じであるが最

適方策が異なるようなセルにエージェントがいること
をエイリアス状態といい，エイリアス状態は現在の期
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の状態を知覚するだけでは最適方策を獲得できない原
因となっている．つまりエージェントが得られる外部
情報が限定されているため，現在の期の情報のみでは
最適方策を獲得することができず，このような環境は
POMDP環境の一種である．

3 相対位置テーブルを持つACS2

本研究で提案する状態遷移テーブルをもつ ACS2
(ACSST: ACS2 with State Transition table)は，ACS2
に状態遷移テーブルを導入することにより，POMDP
におけるエイリアス状態に効率的に対応している．AC-
SSTは，各状態からゴールまでの相対位置を取得する
事前学習と本学習から構成される．
事前学習の目的は，初期状態から終端状態までの各

クラシファイアのゴールからの相対位置を取得するこ
とである．行動選択にはランダム行動選択を用いる．ラ
ンダムに決定された迷路問題のスタート地点の座標を
(0, 0)とし，スタート地点に対する通過した通路の座標
とエージェントの近く情報を記録する．エージェントが
ゴールに到着した場合，今まで記録した通路に対応す
るゴールからの相対座標を計算し，記録する．スター
トからゴールまでを 1エピソードとし規定回数に達す
るまで行う．

3.1 ACSST の本学習

ACSSTでは，知覚した環境情報に対応する外部環境
と複数の相対位置の組み合わせが状態遷移テーブルに
含まれる場合，対応する状態をエイリアス状態と判断
し，エージェントは環境と相対位置の組み合わせが 1
つに限定されるまでランダムに行動する．相対位置が
獲得されると，相対位置の情報を利用し，環境と相対
位置が一致するクラシファイアをマッチセットとして
選択する．ϵ-greedy 手法を用いてマッチセットの中の
適合度に基づくクラシファイアの行動部を外部行動と
して採用する．なお行動選択には，予測利得と予測精
度の積を適合度とする．マッチセットのうち選択され
た外部行動を持つクラシファイアをアクションセット
と呼び，アクションセットのクラシファイアの条件部
に対してGAを適用する．また，式 (1)–(3)を用いて予
測精度，予測利得の更新を行う．エージェントがゴー
ルに到着するまで繰り返し，スタートからゴールまで
を 1エピソードとする．

3.2 ACSSTにおける事前学習の改良

上述の通り，ACSSTでは，知覚した環境情報に対応
する外部環境と複数の相対位置の組み合わせが状態遷
移テーブルに記録されている場合，対応する状態をエ
イリアス状態と判断する．しかし，状態遷移テーブル
を獲得する事前学習では，エージェントがランダムに
行動を選択するが，大規模で複雑な迷路問題に対応す
ることが困難であることがある．本論文では，深さ優
先探索に基づく行動選択により，効率的かつ網羅的な
ACSST における事前学習をに行う手法として提案す
る．ACSSTrにおける事前学習の行動選択アルゴリズ
ムについて，以下に述べる．

手順 1 エージェントは周囲 8セルの外部情報を知覚し，
未訪問である通路を調べる．周囲 8 セルにゴール
が存在すれば手順 3に進む．

手順 2 周囲 8セルに未訪問な通路が存在する場合，未
訪問な通路に行動選択を行い手順 1 に戻る．周囲
8セルに未訪問な通路がない場合，未訪問な通路
が存在する通路まで戻り，手順 1に戻る．

手順 3 エージェントはゴールに到着し，事前学習での
1エピソードを終了する．

ランダムな行動選択を行う場合を ACSST，深さ優
先探索による行動選択を行う場合を ACSSTr として，
これら 2つのシステムとACSM5)をいくつかのベンチ
マーク問題に適用した数値実験を実施し，提案手法の
有効性の検証および事前学習の改善の効果を検討する．

4 数値実験
本研究では，POMDP に対するベンチマーク問題と

して用いられている迷路問題および最短経路問題を用
いて，提案手法の性能を検証するための実験を実施す
る．本実験におけるパラメータは，従来研究での数値
実験 13, 5) と同様に，Table 1のように設定している．

Table 1: Parameter settings for the experiments
Reward for achieving the Goal 100
Learning rate β = 0.2
Discount rate γ = 0.71
Crossover probability 0.75
Mutation probability 0.025

4.1 迷路問題を用いた性能検証実験
ここでは，Fig. 3に示される 5種類の迷路問題を用

いて実験を行う．
Fig. 3に示される迷路問題では，エージェントはセ

ル間を移動する．エージェントは自分が位置するセル
の周囲 8 セル (上下左右および斜め 4 セル) が，それ
ぞれ壁，通路，ゴールのいずれかであることを認識し
て，最小ステップ数で [G] (ゴールセル) に到達するこ
とを目的とする．Fig. 3では，白あるいは薄いグレーの
セルは通路を示し，濃いグレーのセルは壁を示す．(a)
woods101, (b) maze7では，薄いグレーのセルはエイ
リアス状態を意味し，エージェントは [G]を含めたす
べてのセルからランダムに選択されたセルからスター
トする．また，(c) Lab1, (e) Nevison-maze では，[S]
(スタートセル)から，(d) Lab1-aliase では [S’] からラ
ンダムに選択された 1つのセルからスタートする．そ
れぞれの迷路問題の特徴を Table 2に示す．
事前学習を 50エピソード，ACSSTの学習を 6000エ

ピソード，さらに学習なしで 200エピソード実行しそれ
を試行期間とする．30試行での試行期間での平均値を
実験結果とする．提案手法と ACSSTの他に ACSM5)

をエイリアス状態の含まれる最短経路問題に適用した
数値実験を行う．試用期間におけるゴールまでのステッ
プ数の平均値 (mean)，最良値 (best)，最悪値 (worst)，
1試行あたりの事前学習も含めた実行時間 (time)の 30
試行の平均値を Table 3に示す．
Table 3より，(a) woods101, (b) maze7などの小規

模な迷路問題ではACSMが最も高いパフォーマンスを
持つことがわかる．(c) Lab1や (e) Nevison-mazeなど
の大規模な迷路問題では ACSMでは 30試行のうち学
習に失敗してゴールに到達するためのルールが獲得で
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Table 2: Summary of the maze problems
総セル数 通路セル数 エイリアス状態数

(a) woods101 11 11 4
(b) maze7 10 10 2
(c) Lab1 /(d) Lab1-aliased 144(12× 12) 79 35
(e)Nevison-Maze 900(30× 30) 505 473

(a) woods101

(b) maze7

(c) Lab1 / (d) Lab1-aliased

G

G

S

S

S

S

S’

S’

S

S

S

G

G

(e) Nevison-Maze

Fig. 3: Maze problems

きない試行もあった．一方で，提案手法であるACSST
や ACSSTrではすべての試行で，適切なルールの獲得
に成功している．ACSSTおよび ACSSTrの実行時間
については，ACSMと比較して 20分の 1程度まで短
縮することに成功しており，効率的なルール獲得がで
きていると言える．また，(d)Lab1-aliased の 2つのス
タートセル [S’]はエイリアス状態である．Table 3より，
ACSMではスタート地点がエイリアス状態の場合には
適切なルールの学習が難しいことがわかる．ACSST,
ACSSTrでは，スタート地点がエイリアス状態である
場合，エージェントはエイリアス状態でないセルに到
達するまで行動ルールを用いずにランダムに行動選択
するため，これらの迷路問題ではエイリアス状態を抜
け出すことに成功している．Table 3より，エイリアス
状態ではないセルに到達することができれば，ゴール

Table 3: Results (maze problems)
Ave. of
shortest

ACSSTr ACSST ACSM 5) steps
(a) woods101

mean 2.96 2.96 2.73
best 2.83 2.88 2.60 2.45
worst 3.08 3.06 2.87
time 1.15 1.16 46.13

(b) maze7
mean 4.31 4.34 4.13
best 4.05 4.09 3.80 3.70
worst 4.49 4.47 4.86
time 1.72 1.73 72.20

(c) Lab1
success 30 30 24
mean 14.49 14.52 19.84
best 14.26 14.36 15.09 14.50
worst 14.81 14.71 55.26
time 22.75 23.78 3202.63

(d) Lab1-aliased
success 30 30 0
mean 15.26 15.29 —
best 15.05 15.08 — 15.17
worst 15.54 15.55 —
time 23.26 24.64 —

(e) Navison-maze
success 30 30 13
mean 45.26 45.54 142.84
best 44.65 44.54 58.72 45.33
worst 46.79 46.85 298.38
time 1578 1613 27778

までの最短経路を選択するようなルールの獲得は容易
であることもわかる．
なお，本研究では 1試行の最終 200エピソードの結

果を実験結果として取り扱っており，各エピソードのス
タートセルはランダムに決定される．このため，スター
トセルに偏りが生じ，ゴールまでの最短ステップ数が
比較的短いスタートセルが多く選択された場合，Table
3に示されるように平均最短ステップ数よりも短いス
テップでゴールに到達している試行が存在ることも考
えられる．これは，提案手法により，それぞれの迷路
問題において最短ステップ数でゴールに到達するため
の，最適な行動ルールを獲得していることを意味する．

4.2 最短経路問題を用いた性能検証実験

ここでは，Fig. 4に示される最短経路問題 (環境 1–3)
を用いて実験を行う．
環境 1–3の特徴については，Table 4に示される．
Table 4: Summary of shortest path problems

Number of
grids corridors walls aliased stat.

env.1 15× 42 400 230 392
env.2 36× 36 893 403 861
env.3 50× 31 965 585 939
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(a) env.1

(b) env.2

(c) env.3
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Fig. 4: Shortest path problems

事前学習を 60エピソード，ACSSTの学習を 50000
エピソード (環境 1は 30000エピソード)，さらに学習
なしで 200エピソード実行し，それを試行期間とする．
30試行での試行期間での平均値を実験結果とする．前
節と同様に，提案手法と ACSSTの他に ACSM5)をエ
イリアス状態の含まれる最短経路問題に適用した数値
実験を行う．試用期間におけるゴールまでのステップ数
の平均値 (mean)，最良値 (best)，最悪値 (worst)，1試
行あたりの実行時間 (time)の平均値をTable 5に示す．

Table 5より，3つの環境を用いた場合すべてにおい
て提案手法は従来研究と同等のパフォーマンスを持ち，
実行時間が最短である．従来研究では大規模な問題で
の事前学習における網羅的な通路の探索は難しかった
が，提案手法で利用した行動選択により効率的な状態
遷移テーブルの獲得を可能とし，計算時間が短縮され
たと考えられる．

Table 5: Results (shortest path problems)
Ave. of
shortest

ACSSTr ACSST ACSM 5) steps
env. 1

success 30 30 0
mean 32.44 32.70 —
best 30.08 29.87 — 19.5
worst 37.76 37.62 —
time 693.5 696.3 —

env. 2
success 30 30 0
mean 35.92 34.92 —
best 32.22 32.32 — 21.5
worst 39.32 42.16 —
time 3154 3185 —

env. 3
success 30 30 0
mean 37.45 34.92 —
best 33.93 44.23 — 28.5
worst 41.56 44.23 —
time 4845 4877 —

ACSSTrでは，3種類の問題において従来研究と同
等のパフォーマンスを持ち，実行時間を短縮されてい
る．ACSSTでは，事前学習にランダム行動選択を用い
るため，大規模な最短経路問題での事前学習で網羅的
に通路を探索が困難であり，システムのパフォーマン
スに大きく影響していたが，提案手法で事前学習にお
ける行動選択を改良したで，網羅的な探索を行い，効
率的に状態遷移テーブルを獲得することが可能となっ
た．これにより状態遷移テーブルを効果的に利用する
ことができ，1 試行あたりの計算時間が短縮されたと
考えられる．

5 まとめと今後の課題
本研究では，ACSSTの初期探索を改良し，従来のシ

ステムに比べ高いパフォーマンスを得ることができた．
ACSSTrを最短経路問題に適用することで，従来研究
では初期探索が困難であった大規模で複雑な問題に対
して，事前学習における行動選択を改善することで効
率的かつ網羅的な初期探索を行えることを示した．今
後の課題として，より大規模な迷路問題の場合や，ス
タート地点が限定される場合などに，迷路問題全体の
網羅的な探索が困難であると考えられる．そのため，初
期探索の行動選択アルゴリズムを改良する必要がある．
また，提案手法の性能を検証するため，より大規模な
最短経路問題や現実的な POMDP環境への適用も行う
必要があると考えられる．
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密度に基づく空間クラスタリングを用いた

ジオソーシャル画像からのトピック抽出

○酒井達弘 田村慶一 （広島市立大学）

Extracting Topics in Geo-Social Images using Density-based Spatial Clustering

∗T. Sakai and K. Tamura (Hiroshima City University)

Abstract– In this study, we focus on a multimoral spatial clustering method for extracting areas of interest
(AOIs) in geo-social images such as geo-tagged tweets with photos. The geo-social images include not only
personal topics, but also local topics and events; therefore, a local topic and event extraction method for
geo-social images is a very attractive research topic in many different application domains. To extract AOIs
in geo-social images, we propose a new method for local topic extraction based on a density-based multimodal
spatial clustering algorithm called the (ǫ, σ)-density-based multimodal spatial clustering. The (ǫ, σ)-density-
based multimodal spatial clustering algorithm can extract multimodal spatial clusters that are spatially and
semantically separated from other spatial clusters. Moreover, to present the main topics of each multimodal
spatial cluster, representative geo-social images are detected using network-based importance analysis. To
evaluate our new local topic extraction method, we conducted experiments using actual geo-tagged tweets
that include photos. The experimental results show that our method can extract AOIs as multimodal spatial
clusters.

Key Words: Local topic extraction, Geo-social image, Multimodal spatial clustering, Deep learning

1 はじめに

ビッグデータへの関心の高まりとともに，ソーシャ

ルメディア上に投稿される画像データから有用な知識

を取り出す研究が盛んに行われている

1)
．例えば，写

真共有サイトである Flickrに投稿される観光関連の写
真（画像データ）について，写真に付けられたコメント

（テキストデータ）を用いてユーザの関心が高い観光ス

ポットを取り出す研究が行われている

2)
．また，近年，

GPS付きスマートフォンの普及とGPSに連動したア
プリケーションが利用できる環境が整うとともに，位

置情報付きの画像データがソーシャルメディア上に投

稿されるようになっており，新しい空間情報としてそ

の利活用が期待されている

3)
．

本研究では，ソーシャルメディア上に日々投稿され

る画像データについて，位置情報と画像の内容を記載

したテキストを持つデータを，ジオソーシャル画像と

呼び，密度に基づくマルチモーダル空間クラスタリン

グ手法を用いて，ジオソーシャル画像データから各地

域のトピックを抽出する手法を提案する．また，ジオ

ソーシャル画像データとして，本研究では Twitterに
投稿されるジオタグ付きのツイートで画像データが付

与されているツイートに着目する．Twitterに投稿され
るジオソーシャル画像データは，個人的な趣味や話題

だけでなく，ユーザが各地域で日々目にした事象・話

題を含んでおり，各地域のトピックを抽出することが

できれば，観光情報，マーケティングや動向分析に活

用することができる．

内容が類似したジオソーシャル画像データが多数投

稿される地域はユーザの関心の高いトピックが存在す

ると考えられる．そこで，提案手法では，最初に，密

度に基づく空間マルチモーダルクラスタリング手法を

用いて，空間的また内容的にも類似したジオソーシャ

ル画像データが密に投稿されている注目領域をマルチ

モーダル空間クラスタとして抽出する．次に，マルチ

モーダル空間クラスタに含まれるトピックを自動的に

抽出し，可視化するために，マルチモーダル空間クラ

スタ中に含まれるジオソーシャル画像データ集合の類

似度グラフからネットワークベースの重要度算出手法

を用いて，代表画像データを特定する．

密度に基づくマルチモーダル空間クラスタリング手

法は，密度に基づく空間クラスタリング手法

4)
の拡張

であり，各地域において投稿数の差異があること，つ

まり，都市部と郊外とでは投稿数が異なることを考慮

し，空間クラスタの抽出基準を変化させている．また，

ジオソーシャル画像データの類似度は，テキストデー

タと画像データ間の 2つを考慮する必要がある．そこ
で，テキストと画像データの異なる種類のデータ間の

類似度としてマルチモーダル類似度を定めた．

マルチモーダル類似度はテキストデータの類似度と画

像データの類似度のトレードオフとなっている．テキス

トデータは，テキストデータに含まれる語句集合のコサ

イン類似度を用いる．画像データは深層学習を使用して

コサイン類似度を求める．具体的には，オートエンコー

ダ（自己符号化器）

5)
を多層にした Stacked Denois-

ing Autoencoders(SdA)6)，RBM（Restricted Boltz-
mann Machine）7)

を多層にした DBN（Deep Belief
Network）8)

で取り出した特徴ベクトルを用いて算出

を行う．

Twitter 上に投稿される画像データを含むジオタグ
付きツイートを用いて実際に評価実験を行ったところ，

各地域のトピックを取り出すことできた．また，空間

クラスタを代表画像データを用いて可視化することで，

空間クラスタが持つトピックが分かりやすくなること

も確認することができた．

本論文の構成は以下の通りである．第 2章では，関
連研究を述べる．第 3章では，データ構造と提案手法
の全体の処理手順を示す．第 4章では，密度に基づく
マルチモーダル空間クラスタリング手法について述べ

る．第 5章では，ネットワークベースの重要度算出手
法について説明する．第 6章では，評価実験の実験結
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果を示し，第 7章で本論文をまとめる．

2 関連研究

近年，インターネット上のユーザはソーシャルメディ

アサイト上に，携帯電話やスマートフォンで撮影した地

域の話題やイベントの写真を画像データとして投稿し，

情報発信を盛んに行うようになってきている．Flickrの
ような写真共有サイトや Twitter上に投稿された写真
は，個人的な趣味だけでなく社会的なトピックを含ん

でいるため，分析対象として注目を集めている．イン

ターネット上のユーザは，投稿される画像データを通

して各地域の話題を収集し，また，情報発信のツール

として活用されている．このように，インターネット

上に投稿される写真はジオソーシャル画像データとし

て大切な情報源として扱われるようになってきている

ため，ジオソーシャル画像データに対するデータマイ

ニング技術の確立は重要な研究課題のひとつとなって

いる．

Flickr上に投稿された画像データを分析する研究が
これまでに盛んに行われている．Jaffeら 9)

は，Flickr
上に投稿されたジオタグ付き画像データをクラスタリ

ングする手法を提案している．場所情報を用いて階層的

に画像データをクラスタリングし，ホットスポットの検

出を行っている．また，Rattenburyら 2)
は，Flickr上

に投稿される画像データからイベントサイトを検出す

る研究を行っている．タグデータを使って画像データが

どのイベントであるかを推定する手法も提案している．

Kennedyら 10)
は，地理的なランドマークに関連する

画像データを検索するためにタグデータを用いた検索

システムを提案している．Yanaiら 11)
は，k-means法

を使ってジオタグ付き画像データをクラスタリングす

る手法を提案している．このように Flickr上における
研究は多数存在するが，クラスタリング部分について

は，位置情報，タグや画像データのみで行われている．

提案手法は，密度に基づくクラスタリング手法を用い

ている．Chenら 12)
は，頻度の高いタグを持つ画像デー

タを密度に基づくクラスタリング手法であるDBSCAN
を用いてクラスタリングし，時空間上でイベント検出

する手法を提案している．Kisilevichら 13)
は，ジオタ

グ付き画像データに対してDBSCANを用いて空間ク
ラスタを求める手法を提案している．ジオタグ付き画

像データを投稿したユーザ数を密度と考え空間クラス

タを抽出している．Shiraiら 14)
は，DBSCANを用い

てジオタグ付き画像データからホットスポットを見つ

ける手法を提案している．これらの研究は空間クラス

タリング手法を用いているが，クラスタリングの過程

では位置情報のみが使用され，データ間の類似度は考

慮されていない．

我々は先行研究としてTwitter上のツイートを対象
として，密度に基づくクラスタリング手法を用いてジ

オタグ付き文書データから各地域のトピックを抽出す

る手法を提案している

15)
．文献

15)
では，位置情報だ

けでなく，ツイートの文章内容も考慮してクラスタリ

ングを行っている．本研究は，文献

15)
における空間ク

ラスタリング手法のマルチモーダルデータへの自然な

拡張である．文献

16)
では，Flickr上のジオタグ付き画

像データを複数の領域に分割し，領域ごとにスペクト

ルクラスタリング手法を用いて代表画像を抽出する研

1 2

AOI1 AOI2

Fig. 1: Overview of the proposed method.

究が行われている．また，文献

17)
では，類似したメッ

セージによるトピックモデルを用いて，各トピックに

おいて，グラフベースのアルゴリズムで類似した画像

データを取り出す手法を示している．また，McParlane
ら

18)
は，トピックに関連した画像を取り出し，ランキ

ングする手法を提案している．

3 提案手法

本章では，ジオソーシャル画像データのデータモデ

ルと提案手法について述べる．

3.1 データモデル

ジオソーシャル画像データは，次の 5つの要素から
構成される画像データである．

gsik =<ptk, plk, userk, textk, imagek> (1)

ここで，ptkは投稿時刻， plkは投稿位置（例えば，施

設名や経度・緯度などのジオタグなど）， userkはユー

ザ情報（例えば，ユーザの IDやプロフィールなど），
textkは画像と同時に投稿されたテキストデータ（例え

ば，タイトル，コメントやタグなど），imagekは画像

データ，もしくは画像データが格納されているオンラ

イン上の URLである．

3.2 概要

類似したジオソーシャル画像データが密に投稿され

ている空間上の領域はユーザの関心が高い注目領域で

あり，注目領域とその内容を特定することでジオソー

シャル画像データ集合からトピックを抽出する．Fig. 1
に提案手法の概要を示す．提案手法では，（1）密度に基
づくマルチモーダル空間クラスタリング手法を用いて，

注目領域を空間クラスタとして抽出し，（2）（1）で抽出
した各マルチモーダル空間クラスタについて，空間ク

ラスタに含まれるソーシャル画像データから代表画像

データをネットワークベースの重要度算出手法を用い

て選出する．

3.3 注目領域抽出

ジオソーシャル画像データ集合中で類似したジオソー

シャル画像データはユーザの関心が高いトピックを含

んでいる可能性が高い．また，類似したジオソーシャ

ル画像データの投稿が集中している領域は，各地域に

おいてユーザの関心が高いトピックである可能性が高

い．そこで，密度に基づくマルチモーダル空間クラス

タリング手法を用いて，空間的に近く，画像データと

テキストデータの内容が類似したジオソーシャル画像
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データ集合を空間クラスタとして抽出する．ジオソー

シャル画像が持つ情報は，画像データだけでなく，位

置情報，テキストデータを含むためマルチモーダルで

あり，マルチモーダルなデータの空間クラスタリング

として密度に基づくマルチモーダル空間クラスタリン

グ手法を用いる．密度に基づくマルチモーダル空間ク

ラスタリング手法については第 4章で詳しく説明する．

3.4 代表画像データ抽出

密度に基づくマルチモーダル空間クラスタリング手

法を用いて抽出したマルチモーダル空間クラスタは注

目領域であるが，各空間クラスタが持つトピックは，各

空間クラスタに含まれるジオソーシャル画像データを

ひとつひとつ閲覧しないと分からない．そこで，各空

間クラスタに含まれるジオソーシャル画像データの類

似度グラフを作成し，ネットワークベースの重要度算

出手法を用いて，重要度を算出する．重要度の高い上

位 t件のジオソーシャル画像データを取り出し，代表画

像データとしてユーザに提示することで，各注目領域

が持つトピックが視覚的に把握することができる．ネッ

トワークベースの重要度算出手法については第 5章で
詳しく説明する．

4 密度に基づくマルチモーダル空間クラス

タリング手法

本章では，類似したジオソーシャル画像データが空

間的に密に投稿されている領域を取り出すための密度

に基づくマルチモーダル空間クラスタリング手法につ

いて説明する．

4.1 空間密度尺度

密度に基づくマルチモーダル空間クラスタは，密度

に基づく空間クラスタリング手法

4)
の諸定義を拡張し

て定義される．密度に基づく空間クラスタリング手法

では，データが密集している部分を空間クラスタ，密集

していない部分を空間クラスタではないと定義し，空

間クラスタを抽出する．密集しているかどうかの判断

は，各データの近傍 ǫ以内に，MinData以上のデータ

が存在するかどうかで判定する．

本研究では，文献

15)
の手法に基づき，（1）あるジオ

ソーシャル画像データについて，類似したジオソーシャ

ル画像データがMinGIS 以上，近傍に存在する場合，

当該ジオソーシャル画像データ周辺の密度は高いと判

断し，また，（2）空間クラスタを形成する閾値である
MinGISを各地域の投稿率で逓減することで，地域毎

の密度に応じた空間クラスタを抽出可能としている．こ

の逓減方法は，文献

19)
で提案されている統計データ

を用いた手法を用いている．

4.2 マルチモーダル類似度

ジオソーシャル画像データはマルチモーダルであり，

本研究では，テキストデータと画像データの 2つを考
慮したマルチモーダル類似度を定める必要がある．例

えば，ある 2つのソーシャル画像データについて，テ
キストの内容は類似していなくとも画像データが類似

した場合，反対に，テキストの内容は類似しているが

画像データは類似しない場合において，2つのソーシャ
ル画像データは類似していると判断する尺度が必要と

なる．

本研究では，次の通り，テキストデータの類似度と画

像データの類似度のトレードオフを用いることで，ジオ

ソーシャル画像データのマルチモーダル類似関数msim

を定める．

msim(gsik, gsil) = w × tsimk,l

+ (w − 1)× isimk,l, (2)

ここで，tsimk,l はテキストデータの類似度であり，

isimk,l は画像データの類似度である．

テキストデータの類似度 tsimk,l は，語句ベー

スのコサイン類似度を使用する．ここで，dtk =
{twk,1, twk,2, · · · , twk,|dtk|}を textk に含まれる語句集

合とする．ここで，TW は， {text1, text2, · · · , textn}
に現れるすべての語句の集合である．本研究では，テ

キストデータ中に現れる名詞，動詞，形容詞を語句と

して扱う．

tsimk,l =
|dtk ∩ dtl|
√

|dtk||dtl|
. (3)

画像データ imagek については，深層学習であ

る Stacked Denoising Autoencoders(SdA)6) または，
DBN（Deep Belief Network）8)

を用いて特徴ベクトル

ifvk を作成する．

SdAはDenoising Autoencoderを多層に積み重ねた
ネットワークであり，各層は Denoising Autoencoder
で構成されている．Autoencoderは，入力層，隠れ層
（中間層），出力層を持つニューラルネットワークのひ

とつであり，入力と出力が近くなるように入力層から

隠れ層，隠れ層から出力層への重みを学習させること

で，中間層に入力データの次元圧縮した特徴を取り出

すことができる．Denoising Autoencoderは入力にノ
イズを与えることで学習能力を高めている．

SdAを用いた画像データの特徴ベクトル生成方法は
次の通りである．

（1） 　学習用のジオソーシャル画像データに含まれ

る画像データ集合を用いて，各フェーズでは，De-
noising Autoencoderの再現誤差を最小にするよう
に，パラメータを学習する．入力層と隠れ層を取り

出し隠れ層の出力値を次の入力層としてDenoising
Autoencoderを積み上げていく．

（2） 　分析対象のジオソーシャル画像データに含ま

れる画像データ imagekをそれぞれ，SdAに入力
し，最終層の dim個のユニットの出力値を特徴ベ

クトル ifvk とする．

DBNは，RBM（Restricted Boltzmann Machine）7)

を多層に積み重ねたネットワークである．また，RBM
はグラフィカルモデルのひとつであり，可視層と隠れ

層の 2層から構成され，可視層にデータを入力して学
習すると，発生分布を良く表すパラメータが特徴とし

て隠れ層に現れるため，それを次元圧縮した特徴とし

て取り出すことができる．

DBNを用いた画像データの特徴ベクトル生成方法は
次の通りである．

（1） 　学習用のジオソーシャル画像データに含まれ

る画像データ集合を用いて，各フェーズでは，最
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Fig. 2: Multimodal-Similarity-based Neighborhood.

尤推定によって，RBMのモデル・パラメータを求
める．

（2） 　分析対象のジオソーシャル画像データに含ま

れる画像データ imagekをそれぞれ，DBNに入力
し，最終層の dim個のユニットの出力値を特徴ベ

クトル ifvk とする．

画像データ imagekの特徴ベクトルについて，j次元

目の値を ifvk[j]と表記すると，画像データのコサイン
類似度は，

isimk,l =

∑dim

j=1 ifvk[j]× ifvl[j]
√

∑dim

j=1 ifvk[j]
2
√

∑dim

j=1 ifvl[j]
2
， (4)

となる．

4.3 諸定義

本節ではクラスタを定義するための諸定義を述べる．

Definition 1 ((ǫ, σ)-密度に基づくマルチモーダル近傍)
ジオソーシャル画像データ gsik の (ǫ, σ)-近傍を
DMN(ǫ,σ)(gsik)と表記し，次のように定義する．

DMN(ǫ,σ)(gsik) = {gsil ∈ SGSI|dist(gsik, gsil) ≤ ǫ

and msim(gsik, gsil) ≥ σ}, (5)

関数 distは緯度・経度など座標値を使って，ジオソー

シャル画像データ gsik と gsil 間の空間上の距離を求

める関数であり，本研究では Lambert-Andoyerの公式
を用いて計算した距離を返す．関数msimはジオソー

シャル画像データ gsikと gsil間の類似度を返す関数で

ある．

Fig. 2 に (ǫ, σ)-密度に基づくマルチモーダル近傍
の例を示す．この例では，gsik のマルチモーダル近

傍は，DMN(ǫ,σ)(gsik) = {gsi2, gsi3, gsi4} である．
ここで，gsi1 は，gsik から ǫ 以内に存在しているが，

DMN(ǫ,σ)(gsik)には含まれていない．これは，gsi1と
gsik の類似度が σよりも小さいためである．

Definition 2 (局所的な投稿密度と閾値) ジオソーシ
ャル画像データ gsikが存在する地域の局所的な投稿密

度を ldg(gsik)と表記する．ジオソーシャル画像データ
gsik に対する閾値 AMN を次のように定義する．

AMN(gsik,MinGSI)

= (MinGSI − 1)× ldg(gsik) + 1. (6)

グリッド iに含まれるジオソーシャル画像データの

数を gniとし，関数 geo gid(gsik)をジオソーシャル画
像データ gsik が位置するグリッドの IDを求める関数

とすると，gsik の局所的な投稿密度 ldg(gsik)は次の
式で定義される．

ldg(gsik) =
gn(geo gid(gsik)) − gnmin

gnmax − gnmin

. (7)

ただし，gnmin は最も投稿数が少ないグリッドに含ま

れるジオソーシャル画像データ数であり，gnmaxは最

も投稿数の多いグリッドに含まれるジオソーシャル画

像データ数である．

Definition 3 (核ジオソーシャル画像データ，周
辺ジオソーシャル画像データ) もし，ジオソー

シャル画像データ gsik が，|DMN(ǫ,σ)(gsik)| ≥
AMN(gsik,MinGSI) を満たすなら，gsik を核ジオ

ソーシャル画像データと呼ぶ．そうでなければ，周辺

ジオソーシャル画像データと呼ぶ．

Definition 4 ((ǫ, σ)-密度に基づいて直接到達可能) ジ
オソーシャル画像データ gsilがジオソーシャル画像デー

タ gsikの (ǫ, σ)-密度に基づくマルチモーダル近傍であ
り，|DMN(ǫ,σ)(gsik)| ≥ AT (gsik,MinGSI)を満たす
時，gsilは gsikから (ǫ, σ)-密度に基づいて直接到達可
能であると表現する．

Definition 5 ((ǫ, σ)-密度に基づいて到達可能) ジオ
ソーシャル画像データ gsik+1がジオソーシャル画像デー

タ gsikから (ǫ, σ)-密度に基づいて直接到達可能である，
ジオソーシャル画像データ列 (gsi1, gsi2, · · · , gsin)を考
える．この時，gsi1と gsinは，(ǫ, σ)-密度に基づいて
到達可能であると表現する．

Definition 6 ((ǫ, σ)-密度に基づいて接続) ジオソー
シャル画像データ gsik とジオソーシャル画像デー

タ gsil とが，ある任意のジオソーシャル画像データ

gsioと (ǫ, σ)-密度に基づいて到達可能であり，gsioが

|DMN(ǫ,σ)(gsio)| ≥ AT (gsio,MinGSI)を満たす時，
gsikと gsilとは (ǫ, σ)-密度に基づいて接続していると
表現する．

4.4 クラスタ定義

ジオソーシャル画像データ集合 SGSI において，

(ǫ, σ)-密度に基づくマルチモーダル空間クラスタMSC

は以下の 2つの条件を満たす部分ジオソーシャル画像
データ集合である．

（1） 　任意のジオソーシャル画像データ gsik ∈
SGSI と gsil ∈ SGSI について，(ǫ, σ)-密度に基
づくマルチモーダル空間クラスタMSCに gsikが

所属（gsik ∈MSC）し，gsilが gsikから (ǫ, σ)-
密度に基づいて到達可能であれば，gsil は (ǫ, σ)-
密度に基づくマルチモーダル空間クラスタMSC

に所属（gsil ∈MSC）する．

（2） 　 (ǫ, σ)-密度に基づくマルチモーダル空間クラ
スタMSCに所属する任意のジオソーシャル画像

データ gsik ∈MSC と gsil ∈MSC とは，(ǫ, σ)-
密度に基づいて接続している．
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input : SGSI - a set of geo-social images, ǫ -
neighborhood radius, σ - similarity rate,
MinGSI - threshold value

output: SDMSC - a set of density-based
multimodal spatial clusters

cid← 1;
SDMSC ← φ;
for k ← 1 to |SGSI| do

if IsClustered(gsik) == false then
DMN ← GetNeighborIDs(gpik,ǫ,σ);
if |DMN | ≥ AMN(gsik,MinGSI) then

DMSCcid

←MakeNewSCluster(cid,gsik);
cid← cid+ 1;
GSIQ← φ;
EnQueue(GSIQ,DMN);
while GSIQ is not empty do

l← DeQueue(GSIQ);
DMN ←
GetNeighborIDs(gsil,ǫ,σ);
if |DMN |
≥ AMN(gsil,MinGSI) then

EnNniqueQueue(GSIQ,DMN);

end
DMSCcid ← DMSCcid ∪ gsik

end
SDMSC ← SDMSC ∪DMSCcid;

end

end

end
return SMDSC;

Algorithm 1: Density-based Multimodal Spatial
Clustering Algorithm.

4.5 アルゴリズム

Algorithm1に (ǫ, σ)-密度に基づくマルチモーダル空
間クラスタを抽出するためのアルゴリズムを示す．ジ

オソーシャル画像データ集合SGSI において，核ジオ

ソーシャル画像データを見つけ，マルチモーダル空間

クラスタMSC の核とする．そして，当該核ジオソー

シャル画像データのマルチモーダル近傍をMSC に加

え，加えたジオソーシャル画像データ中の核ジオソー

シャル画像データについて，さらにその近傍を加えて

いくことを繰り返していく．

5 ネットワークベースの重要度算出手法

Fig. 3 にネットワークベースの重要度算出手
法を示す．マルチモーダル空間クラスタ MSCi

に所属するジオソーシャル画像データ集合を

MSCk = {gsik,1, gsik,2, · · · , gsik,num(k)} とする．
ここで，num(k) はマルチモーダル空間クラスタ
MSCk に所属するジオソーシャル画像の総数とする．

類似度グラフ SGi = (Vi, Ei)は，ノード集合 Vi と辺

集合 Ei から構成される．ノード vi,j ∈ Vi はジオソー

シャル画像データ gsii,j に対応し，辺 e = (j, k) ∈ Ei

はノード vi,j とノード vi,k 間に辺が存在すること示す．

(1) = ,

,

, =

( , ) | , , , ,

( , , , ) }

i

=
,1
,

,2
,

= ,

(2) 

Fig. 3: Network-based Importance Analysis.

ここで，

Ei = {(j, k) | vi,j ∈ Vi, vi,k ∈ Vi,

msim(gsii,j, gsii,k) ≥ α} (8)

と定義できる．αはパラメータであり，類似度が高い

ノード間の辺のみに制限することができる．

また，媒介中心性とは，ノードがどれくらいネット

ワーク上で重要な媒介を行っているかを示し，通常，

ノード間の最短路が何本通っているかで算出され，以

下の式で表される．

BC(vi,j) =
∑

s6=t6=vi,j

paths,t(vi,j)

paths,t

(9)

ここで，paths,t(vi,j) はノード s とノード t 間の経

路でノード vi,j を通る経路の数，paths,tはノード sと

ノード t間の経路の総数である．BC(vi,j)の値を計算
し，BC(vi,j)の値が大きなノードが示すジオソーシャ
ル画像データの重要度が大きくなる．

6 評価実験

提案手法を評価するために，評価実験を行った．本

章では，評価実験の結果を示す．

6.1 データセットと実験環境

評価実験では，Twitter上に投稿されたジオタグ付き
ツイートで画像URLを持つツイートをジオソーシャル
画像データとして扱い実験を行う．Twetter streaming
APIで取得した（2011年 11月から 2012年 2月まで）
392,912件のジオタグ付きツイートを用いて，ジオソー
シャル画像データの集合SGSIを構築した．実験では，

京都府庁舎から半径 50km以内のデータ 11,189件を用
いて，京都周辺のトピックを取り出した．

(ǫ, σ)-密度に基づくマルチモーダル空間クラスタリ
ング手法のパラメータは，ǫ = 500m，σ = 0.7，
MinGSI = 5，w = 0.5 を用いた．局所的な投稿密
度の算出に用いる統計データは 3,301,605件のジオタ
グ付きツイートを用いた．日本の最西端である与那国

島の緯度・経度 (24.4494,122.93361)と最北端である択
捉島の緯度・経度 (45.5572,148.752)からなる矩形を空
間分割の対象領域とする．対象空間を，1, 000× 1, 000
の 1, 000, 000グリッドに空間分割する．ジオソーシャ
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Table 1: Top-5 Areas of Interest (Proposed Method - SdA).

ID Number of Tweets Range (longitude) Range (latitude) Top-5 Frequent Words

10 191 135.75200149 - 135.76434961 34.9819044 - 34.99082657 京都，駅，ない，市，下京

4 94 135.77589205 - 135.7857 34.99363475 - 34.99821005 清水寺，清水，東山，京都，市

13 45 135.67733236 - 135.68136966 35.0112679 - 35.01426093 月橋，渡，京都，区，嵯峨

8 31 135.77730202 - 135.793 35.00917021 - 35.01610389 南禅寺，ない，三門，紅葉，平安神宮

37 27 135.7657691 - 135.77663241 34.99974855 - 35.0096629 ない，先斗，町，恵美須神社，祇園

Table 2: Top-5 Areas of Interest (Proposed Method - DBN).

ID Number of Tweets Range (longitude) Range (latitude) Top- 5 Frequent Words

4 321 135.7519184 - 135.7691693 34.97906077 - 34.99371366 京都，駅，ない，区，市

1 172 135.75503111 - 135.77490628 34.99877176 - 35.01372872 京都，市，区，町，ル

11 146 135.66887068 - 135.68158552 35.01032366 - 35.022244 月橋，渡，嵐山，京都，区

2 113 135.77589205 - 135.78573167 34.99363475 - 34.99995822 清水寺，清水，東山，京都，市

16 82 135.7632261 - 135.780774 34.99974855 - 35.01115985 ない，八坂神社，京都，祇園，初詣

Table 3: Top-5 Areas of Interest (Term-based Method).

ID Number of Tweets Range (longitude) Range (latitude) Top- 5 Frequent Words

10 158 135.7519184 - 135.76434961 34.9819044 - 34.99082657 京都，駅，ない，タワー，新幹線

4 67 135.77589205 - 135.78573167 34.99363475 - 34.99821005 清水寺，ない，清水，舞台，なう

22 43 135.7657691 - 135.77709328 34.99974855 - 35.01301944 ない，京都，祇園，三条大橋，恵美須神社

8 35 135.77730202 - 135.79449713 35.00917021 - 35.01610389 南禅寺，ない，平安神宮，三門，紅葉

16 27 135.67733236 - 135.68623307 35.01122997 - 35.01426093 渡，月橋，紅葉，ない，嵐山

ル画像データの位置情報から，各グリッドの投稿数を

求め，正規化した値をグリッドの投稿密度とする．ま

た，形態素解析にはMeCabを用いた．

実験では，Pylearn2 の Autoencoder として De-
noising Autoencoder を，RBM として Gaussian Bi-
nary RBM を用いて実験を行った．画像データは

48x48=2,304 画素のモノクロ画像に変換し，SdA と
DBNは，5層から構成され，各層のユニット数は，第
１層（入力層）=2,304，第 2層（隠れ層）=512，第 3
層（隠れ層）=256，第 4層（隠れ層）=128，第 5層
（出力層）=128である．第 4層の値を恒等写像した値
が出力層からそのまま出力される．

6.2 実験結果

Table 1，Table 2と Table 3とに，SdAを画像デー
タの特徴量抽出に使用した場合，DBNを画像データの
特徴量抽出に使用した場合とテキストデータのみを使

用した場合のトピック抽出結果を示す．SdAを使用し
た場合は 68クラスタ，DBNを使用した場合は 81クラ
スタ，テキストデータのみを使用した場合は 82クラス
タが抽出された．

各手法において，最もツイート数の多いクラスタは，

京都駅と京都タワーに関するトピックを含むクラスタと

なった．しかし，クラスタのツイート数を見ると，SdA
を使用した場合は 191ツイート，DBNを使用した場合
は 321ツイート，テキストデータのみを使用した場合
は 158ツイートとなっており，DBNを使用した場合は
クラスタのツイート数が多くなっている．DBNを使用
して作成した画像データの特徴量は，画像データ間の

コサイン類似度が高くなり，京都駅だけでなく京都駅

周辺の飲食店や観光名所が同じクラスタとして抽出さ

れている．また，同様に，DBNを使用した場合では，
他のクラスタでもツイート数が他の手法と比べて多い

結果となった．

DBNを使用した場合のみ，八坂神社に関するクラス

タが上位 5位以内に入っている．DBNを使用して作成
した画像データの特徴量は，画像データ間のコサイン

類似度が高くなるため，祇園などの八坂神社と空間上

で近いトピックがひとつのクラスタとして抽出されて

いる．他の 2手法では，祇園と八坂神社は別々のクラス
タとして抽出されツイート数が少なくなったため，上

位 5位には入らなかった．

Fig. 4(a)，Fig. 4(b)と Fig. 4(c)とに，SdAを画像
データの特徴量抽出に使用した場合，Fig. 5(a)，Fig.
5(b)と Fig. 5(c)とに，DBNを画像データの特徴量抽
出に使用した場合のクラスタの代表画像データを示す．

各図には，上位 3位の各クラスタから抽出した，上位
5位の中心画像を示している．代表画像データを見る
と，夜に撮影された画像データが多く抽出されている．

この原因としては，画像データをモノクロ画像に変換

し特徴量を抽出するため，明るい画像データ同士より

も，黒い画素が多い画像データ間の類似度が高くなり，

重要度が高くなったためだと考えられる．

SdAを使用した場合のクラスタ 4とクラスタ 13は，
ぞれぞれ清水寺と渡月橋に関するクラスタである．上

位 5位の全ての代表画像データを見ても，それぞれ清水
寺と渡月橋に関する画像データが抽出できている．し

かし，京都駅と京都タワーに関するクラスタ 10では，
第 5位の代表画像データにトピックとは関係の無い画
像データが抽出されている．

DBNを使用した場合のクラスタ1は，画像データの
重要度が低く，第 3位以降の代表画像データの重要度
は 0となった．このクラスタは，京都の様々なトピッ
クを含むクラスタであり画像データも様々であるため，

画像データ間のコサイン類似度が低くなり，重要度も

低くなったと考えられる．

7 まとめ

本研究では，ソーシャルメディア上に日々投稿され

る位置情報と画像の内容を記載したテキストを持つ画
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1 4823

2 7741 (@ (Kyoto Sta.) w/ 16 others)

3 6612

4 3620

5 11180 (*^ ^*)

1 2 3 4 5

(a) cluster10.

1 10140

2 3131 (@ (Kiyomizu-dera Temple) w/ 8 others)

3 7370

4 8251 OCDJ

5 5167 I'm at ( ) ( 1-294, ) w/ 2 others

1 2 3 4 5

(b) cluster4.

1 6131

2 5085 (@ w/ 2 others)

3 4835 NOW ^^; (@ w/ 9 others)

4 5455 I'm at ( ?, )

5 4822

1 2 3 4 5

(c) cluster13.

Fig. 4: Top-5 geo-social images (SdA).

像データを，ジオソーシャル画像データと呼び，密度

に基づくマルチモーダル空間クラスタリング手法を用

いて，ジオソーシャル画像データから各地域のトピッ

クを抽出する手法を提案した．提案手法では，最初に，

密度に基づくマルチモーダルクラスタリング手法を用

いて，注目領域を空間クラスタとして抽出する．次に，

空間クラスタに含まれるトピックを自動的に抽出し，可

視化するために，代表画像データを特定する．評価実

験の結果，各地域のトピックを取り出すことができる

ことを確認できた．これからの課題としては，マルチ

モーダル類似度算出方法の改善があげられる．具体的

1 11048

2 4823

3 9328

4 6612

5 2571

1 2 3 4 5

(a) cluster4.

1 6320 (@ Starbucks Coffee )

2 4045 (@ (Kawaramachi Sta.) w/ 3 others)

3 5021 # #kyoto #UKY (@ Nishiki Market w/ 2 others)

1 2 3

(b) cluster1.

1 5213 # #kyoto #UKY (@ w/ 2 others)

2 2847 (?ʹω??)?

3 2740

4 6144 (@ w/ 3 others)

5 4283 I'm at ( ?, ) w/ 2 others

1 2 3 4 5

(c) cluster11.

Fig. 5: Top-5 geo-social images (DBN).

には，テキストデータと画像データを別々に評価して

いるため，深層学習を用いて特徴ベクトル化し，統一

的に類似度を算出すること，また，ユーザ情報や時間

情報も加えて，より詳細なトピック抽出を行えるよう

にしていきたい．
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SLS-SVMにおけるスパース性向上方式
○江渕文人 北村拓也（富山高等専門学校）

Improvement of sparsity for SLS-SVM

∗F. Ebuchi and T. Kitamura (National Institute of Technology, Toyama College)

Abstract– In this paper, we propose a novel method that reduces the number of support vectors in sparse least squares
support vector machine in empirical feature space. The empirical feature space is generated by the linearly independent
training data as basis vectors, which become support vectors. In the proposed method, unlike the previous method, we
remove the basis vectors, which are closely similar to other basis vectors, of the empirical feature space. Using benchmark
datasets, we show the effectiveness of the proposed method.

Key Words: Least squares support vector machine, Empirical feature space, Pattern recognition

1 はじめに
パターン認識における代表的な識別器の一つに Vap-

nik により提案されたサポートベクトルマシン (SVM
: Support Vector Machine)1, 2)が挙げられる. SVMは汎
化能力が高く,カーネル法 3) の適用によって非線形問
題への拡張が容易である. また,実問題において, 計算
量とメモリ保持の観点から解のスパース性が求められ
るが, SVMは解がスパースであることから広く利用さ
れている.しかしながら,通常の SVMでは凸二次計画
問題を解く必要があるため, 計算コストが膨大となり
うる. Suykensらのグループにより提案された最小自
乗 SVM (LS-SVM : Least Squares SVM)2, 4) では,一次
連立方程式を解くことで最適解が得られる.そのため,
小規模データにおいて高速学習が可能である. しかし
ながら, LS-SVMでは全教師データがサポートベクト
ル (SV : Support Vector)となるため, 解のスパース性
が失われる. LS-SVMにスパース性を付与したモデル
として Abeにより標本特徴空間を用いたスパース LS-
SVM (SLS-SVM : Sparse LS-SVM)5, 6)が提案されてい
る. SLS-SVMでは高次元特徴空間上で一次独立な教師
データを選択し,それらの教師データを基底ベクトルと
する標本特徴空間 5, 7)上で LS-SVMを解くことで解を
導出する.このとき,決定関数は一次独立な教師データ
のみを用いて決定できるため,それらが SVとなり,解
がスパースとなる.ここで,一次独立な教師データの選
定にコレスキー分解 8)などを用いるが,その際,入力さ
れた順で逐次比較して一次独立性の判定を行うが,判定
の順番が早ければ早いほど一次独立と判定されやすく
なる.しかしながら,判定順序を決定していないため,汎
化能力の劣化につながりうる.浅野氏らにより提案され
ている目的関数値に基づいた特徴選択によるSLS-SVM
(ISLS-SVM : Improved SLS-SVM)9) では, 各教師デー
タが張る一次元特徴空間上で LS-SVMを解いたときの
目的関数値を基に一次独立性の判定順序を入れ替える.
LS-SVMは最小化問題を解くため,目的関数値が小さい
ほど識別の観点から標本特徴空間の基底ベクトルに適
しているといえる.そのため,対応する目的関数値が昇
順となるように判定順序を入れ替えることにより,識別
の観点からより良い教師データが標本特徴空間の基底
ベクトルに選択されやすくなり,汎化能力が向上が期待
できる.しかしながら, SLS-SVMと ISLS-SVMは共に,
一次独立性のみで基底ベクトルの選択をしているため,

各教師データが張る一次元特徴空間上で似たデータ分
布を持つ教師データが標本特徴空間の基底ベクトルに
選択される場合がある.そのような教師データを標本特
徴空間の基底ベクトルから取り除くことで,汎化能力を
維持したまま SV数の削減が可能である.
そこで本論文では,データ間の類似度に基づくスパー

ス性向上方式を提案する.高次元特徴空間上で教師ベク
トルが位相の観点から類似している場合,それらの教師
データが張る一次元特徴空間のデータ分布が類似する.
本手法では,高次元特徴空間上の教師データに余弦を基
にした類似度を考えることで SV数の削減を行う.まず,
ISLS-SVMと同様に識別の観点から標本特徴空間の基
底ベクトルとして適した一次独立な教師データを得る.
これらの一次独立な教師データのうち目的関数値が最
も小さい教師データを基準として他の一次独立な教師
データとの余弦を求める. 余弦の値があらかじめ定め
た閾値よりも大きいとき,その教師データは基準の教師
データと類似していると判定し削除する.次に,削除さ
れなかった教師データの中で次に小さい目的関数値に
対応する教師データを基準として,同様の処理を繰り返
す.これらの処理を繰り返すことにより,類似した基底
ベクトルを全て削除できる.最後に生成された標本特徴
空間上で LS-SVMを用いて学習する.このとき,決定関
数は基底ベクトルとなる教師データのみを用いて導く
ことができ,従来の ISLS-SVMと比べてスパース性が
増すことは明らかである. また,データ分布が類似する
基底ベクトルを取り除いているため,汎化能力の劣化が
生じないと考えられる.
本論文では, 2節で従来手法の各 SVM, 3節で提案手

法について述べる. 4節では 2クラス問題における計算
機実験での結果を示し,従来手法との比較・評価を行い,
5節でまとめを述べる.

2 標本特徴空間を用いた SLS-SVM
2.1 LS-SVM

LS-SVMの決定関数D(x)は次式である.

D(x) = wTϕ(x) + b　 (1)

ここで, xは l次元入力ベクトル, wは n次元重みベク
トル, ϕ(・)は n次元特徴空間への写像関数 (l ≤ n)で,
bはバイアス項である.全教師データ数が m個の 2ク
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ラス問題において,決定関数を求めるために必要なパラ
メータは以下の最適化問題を解くことで得られる.

min
1

2
wTw +

C

2

m∑
i=1

ξ2i (2)

s.t. wTϕ(xi) + b = yi − ξi (3)

for i = 1, 2, ...,m

ここでCはマージンパラメータであり,マージンの最大
化と誤認識の最小化のトレードオフを決定している.ま
た, ξiはϕ(xi)に対応するスラック変数である. yiはクラ
スラベルを示し,教師データ xiがClass1の時に yi = 1,
Class2の時に yi = −1とする.式 (2)の第一項はマージ
ンの最大化,第二項は誤認識の最小化を示している.こ
こでm個のラグランジュ乗数 α = (α1, α2, ..., αm)を
導入すると以下のように式変形ができる.

Q =
1

2
wTw +

C

2

m∑
i=1

ξ2i

−
m∑
i=1

αi(w
Tϕ(xi) + b− yi + ξi) (4)

式 (4)を用いると,最適解では以下の KKT 条件を満足
する.

∂L

∂w
= 0 −→ w =

m∑
i=1

αiϕ(xi) (5)

∂L

∂b
= 0 −→

m∑
i=1

αi = 0 (6)

∂L

∂ξ
= 0 −→ Cξi = αi (7)

∂L

∂α
= 0 −→ wTϕ(xi) + b− yi + ξi = 0 (8)

式 (5),式 (7)を式 (8)に代入し,式 (6)の 2式を用いて
連立方程式を解くと以下のようになる.

α = Ω−1(y − 1b) (9)

b = (1TΩ−11)−11TΩ−1y (10)

ただし,

Ωij = ϕT (xi)ϕ(xj) +
δij
C

(11)

δij =

{
1(i = j)

0(i ̸= j)
(12)

また,式 (5)を式 (1)に代入すると以下のようになる.

D(x) =
m∑
i=1

αiϕ
T (xi)ϕ(x) + b

=
m∑
i=1

αiK(xi,x) + b (13)

上式より,決定関数は全教師データを用いるため,全教
師データが SVとなる.したがって,解のスパース性が
失われている.

2.2 標本特徴空間を用いることによる LS-SVM のス
パース化

コレスキー分解を用いた一次独立性の判定を用いた
SLS-SVMについて述べる.
一次独立な教師データのみで生成したカーネル行列

は正則である.しかしながら,一次従属な教師データが
含まれるとカーネル行列は正則性を失う.カーネル行列
を K = K(xi,xj)とすると K はコレスキー分解によ
り以下のように分解される.

K = LLT (14)

ここでLは正則な下三角行列である.Lの要素Lij は以
下のように与えられる.

Lop =
Kop −

∑p−1
i=1 LpiLoi
Lpp

(15)

for o = 1, ...,m p = 1, ..., o− 1

Laa =

(
Kaa −

a−1∑
i=1

L2
ai

) 1
2

(16)

for a = 1, ...,m

対角要素 Laaの平方根が閾値 ηより小さいとき対応す
る教師データを一次従属と判定し,対応する行と列を削
除する.これを繰り返すことで最後に残った教師データ
が一次独立として判定される.式 (15),式 (16)より,入
力順で一次独立性の判定が行われている.
コレスキー分解により得られた一次独立な教師デー

タを {x′
1,x

′
2, ...,x

′
N} (N ≤ m)とすると,教師データ x

を標本特徴空間へ写像する写像関数 h(x)は以下のよ
うになる.

h(x) = (K(x′
1,x), ...,K(x′

N ,x))
T (17)

また,決定関数は以下のようになる.

D(x) = vTh(x) + be (18)

ここで, vは標本特徴空間上でのN 次元重みベクトル,
be はバイアス項である.標本特徴空間上での LS-SVM
は以下の最適化問題を解くことで学習できる.

min
1

2
vTv +

C

2

m∑
i=1

ξ2i (19)

s.t. vTh(xi) + be = yi − ξi (20)

for i = 1, 2, ...,m

この最適化問題は 2.1節で述べた LS-SVMと同様に双
対問題を解くことにより解を導出できるが,N < mで

-40-



あるため,主問題を解く方が計算コストが小さくなる.
式 (20)を式 (19)に代入することで以下の式を得る.

Q(v, ξ, b) =
1

2
vTv +

C

2

M∑
i=1

(yi − vTh(xi)− be)2

(21)

上式を最小化問題として解くと以下のように, v, be が
求まる.

be =
1

M

M∑
i=1

(yi − vTh(xi)) (22)

v =

(
1

C
+

M∑
i=1

h(xi)h
T (xi)−

1

M

M∑
i,j=1

h(xi)h
T (xj)

)−1

( M∑
i=1

yih(xi)−
1

M

M∑
i,j=1

yih(xj)

)
(23)

式 (17)より決定関数は一次独立な教師データのみで
決定されるため,解がスパースとなる.しかしながら,コ
レスキー分解は逐次判定であるため,判定の順が早いほ
ど一次独立として判定される可能性が高くなる.このよ
うな特徴から,識別の観点から基底ベクトルに適した教
師データが一次従属として判定されうる.

2.3 ISLS-SVM

ISLS-SVMでは識別の観点から基底ベクトルに適し
た教師データから順に一次独立性の判定を行うように
カーネル行列をソートする.
高次元特徴空間上で教師データ ϕ(xi)(i = 1, ...,m)

を選択する.この教師データを基底ベクトルとする一次
元特徴空間へ入力 xを写像する写像関数 hi(x)は以下
のようになる.

hi(x) =
K(xi,x)√
K(xi,xi)

(24)

この一次元特徴空間上に全教師データを写像し,式 (21)
のh(x)を hi(x)に入れ替えて最適化問題を解くことに
より,目的関数値を得る.基底ベクトルとなる教師デー
タを変更して同様の処理を繰り返すことにより, 教師
データ数と同数の目的関数値を得る. LS-SVMは最小化
問題を解くため,目的関数値が小さいほどマージン最大
化と誤差最小化の観点から基底ベクトルに優れている
と考えられる.得られた目的関数値が昇順となるように
対応する教師データをソートし,コレスキー分解を行う
ことにより,識別の観点から基底ベクトルに適した教師
データが一次独立として判定されやすくなる.しかしな
がら, SLS-SVMと ISLS-SVMでは,一次独立性のみで
判定しており,位相的に類似した教師データが基底ベク
トルして選定されうるため,十分にスパース性を付与で
きていない可能性がある.

Fig. 1に 2クラスベンチマークデータセットのBanana
において,高次元特徴空間上で位相の観点から類似した

一次独立な二つの教師データが基底ベクトルを張る空
間を示す. ここで, ＋はクラス 1,□はクラス 2の教師
データを意味する. Fig. 1を見て分かるように,データ
分布はおおよそK(x1,x)=K(x2,x)の直線上に分布し
ている.基底ベクトルである二つの教師データが高次元
特徴空間上で位相的に類似しているため,それらが張る
一次元特徴空間上のデータ分布が類似する.このような
基底ベクトルが存在する際,どちらか一方を取り除くこ
とにより,汎化能力を維持したままスパース性の向上が
可能であると考えられる.

Fig. 1: Closely similar basis vectors of ISLS-SVM

3 提案手法
前節で述べた ISLS-SVMの問題点を解消するため,位

相的に類似している教師データを標本特徴空間の基底
ベクトルから取り除くことで,汎化能力を維持したまま
SV数の削減が可能であると考えられる.
はじめに, ISLS-SVMと同様に識別の観点から一次

独立な教師データ { x′
1, x

′
2, ...,x

′
N}を得る.添え字は

選択された順に対応する. 次に一次独立な教師データ
x′
p(p = 1, 2, ..., N − 1)と x′

q(q = 2, ..., N, q > p)との
類似度 cos θpq を以下のように求める.

cos θpq =
ϕ(x′

p)・ϕ(x′
q)

||ϕ(x′
p)|| ||ϕ(x′

q)||

⇐⇒ cos θpq =
K(x′

p,x
′
q)√

K(x′
p,x

′
p)
√
K(x′

q,x
′
q)

(25)

|cos θpq|が 0の時に ϕ(x′
p)と ϕ(x′

q)は直交であり,値
が大きくなるにつれ位相的に類似していく.したがって,
|cos θpq|があらかじめ定めた閾値 βよりも大きいとき教
師データ x′

q は x′
pに位相の観点から類似していると判

定し,標本特徴空間を生成する基底ベクトルから除外す
る.同様の処理を基準とする一次独立な教師データを削
除されていない教師データの中から対応する目的関数値
が小さい順に変更していき,判定を行う教師データがな
くなるまで繰り返す.このようにして得られた教師デー
タを基底ベクトルとする標本特徴空間上で LS-SVMの
最適化問題を解くことで最適解を得る. ISLS-SVMの標
本特徴空間の基底ベクトルから不要な基底ベクトルを
取り除くため, ISLS-SVMに比べてスパースとなる
以下に提案手法のアルゴリズムを示す.

Step 1 目的関数値に基づきソートしたカーネル行列
をコレスキー分解することにより得られた一次
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独立な教師データを { x′
1,x

′
2...,x

′
N }とする.

Step2 Fi = 1(i = 1, 2, ..., N)とする.
Step 3 p = 1とする.
Step 4 Fp = 0ならば, Step 10へ進む.そうでなけれ

ば, Step 5へ進む.
Step 5 q = p+ 1とする.
Step 6 Fq = 0ならば, Step 9へ進む.そうでなければ,

Step 7へ進む.
Step 7 式 (25)を用いて,ϕ(x′

p)とϕ(x′
q)の余弦の値を

求める.
Step 8 Step7で求めた |cosθpq|が閾値 βより大きけれ

ば, Fq = 0とする.
Step 9 p = N ならば, Step 10へ進む.そうでなければ,

q = q + 1として Step 6へ戻る.
Step 10 p = N −1ならば, Step 11へ進む.そうでなけ

れば, p = p+ 1として Step 4へ戻る.
Step 11 Fi (i = 1, 2, ..., N)の値が 1であるN ′個教師

のデータを { x′′
1 ,x

′′
2 , ...,x

′′
N ′}とし,標本特徴空

間の基底ベクトルとする.
Step 12 Step11で得られた教師データより式 (17)の

写像関数を得る.
Step 13 式 (19),式 (20)の最適化問題を解くことで,式

(18)の決定関数を求める.

4 計算機実験
従来手法の SLS-SVM, ISLS-SVMと提案手法につい

て 2クラスベンチマークデータセット 2, 10)を用いた計
算機実験を行い，SV数，汎化能力の比較・評価を行う.
本節では,提案手法を “ISLS-reduction” と定義する.

4.1 計算機仕様

計算機実験に用いた計算機の仕様は OS : Windows 7
(64bit), CPU :AMD Athlon(tm) II X2 250 Processor,メモ
リ :4.00GBである.

4.2 ベンチマークデータセット

Table 1に示した 2クラスベンチマークデータセット
を用いて計算機実験を行った.ここで, “Data”はデータ
名, “Input” は次元数, “Training”は教師データ数, “Test”
はテストデータ数, “Sets”は教師データとテストデータ
の対を示す.

Table 1: Two-classes benchmark datasets
Data Inputs Training Test Sets

Banana 2 400 4900 100
B. cancer 9 200 77 100
Diabetes 8 468 300 100
German 20 700 300 100
Heart 13 170 100 100
Image 18 1300 1010 20

Ringnorm 20 400 7000 100
F. solar 9 666 400 100
Splice 60 1000 2175 20

Thyroid 5 140 75 100
Titanic 3 150 2051 100

Twonorm 20 400 7000 100
Waveform 21 400 4600 100

4.3 ハイパーパラメータの設定

SLS-SVM,ISLS-SVMにおいて五分割交差検定法に
より,カーネル,カーネルパラメータ,マージンパラメー
タを決定する.提案手法では,比較のため,カーネ

ル,カーネルパラメータ,マージンパラメータは ISLS-
SVMと同様にする.また,提案手法では閾値 β のみを
五分割交差検定法により決定する.カーネル関数 3) は,
線形カーネル (K(x,x′)=x・x′),多項式カーネル (K(x,
x′)=(x・x′+1)d), RBFカーネル (K(x,x′)=exp(γ||x−
x′||2))のうち 1つ用いる.多項式カーネル, RBFカーネ
ルのカーネルパラメータはそれぞれ, d, γとし, d={2, 3,
4, 5}, γ={0.1, 0.5, 1.0, 1.5, 30, 5.0, 10, 15, 20, 50, 100, 200}
の中から決定する.マージンパラメータCは,C={0.1, 1.
5, 10, 50, 100, 500, 103, 5× 103, 104}の中から決定する.
また,コレスキー分解の閾値 ηは, η={10−2, 10−3, 10−4,
10−5, 10−6}から決定し,余弦の閾値βは,β = {0.80, 0.8
1, 0.82, 0.83, 0.84, 0.85, 0.86, 0.86, 0.87, 0.88, 0.89, 0.90,
0.91, 0.92, 0.93, 0.94, 0.95, 0.96, 0.97, 0.98, 0.99, 1.0} か
ら決定する. Table 2に五分割交差検定法によって得ら
れたハイパーパラメータを示す.

Table 2: Selected kernels and hyper-paraneters by five-
fold cross validation

Data Method Kernel C η β
SLS-SVM γ = 20 5× 103 10−3 -

Banana ISLS-SVM γ = 20 5× 103 10−2 -
ISLS-reduction γ = 20 5× 103 10−2 0.96

SLS-SVM d = 2 100 10−3 -
B. cancer ISLS-SVM linear 100 10−4 -

ISLS-reduction linear 100 10−4 0.99
SLS-SVM d = 3 5 10−5 -

Diabetes ISLS-SVM d = 3 10 10−3 -
ISLS-reduction d = 3 10 10−3 1

SLS-SVM γ = 5 50 10−3 -
German ISLS-SVM linear 5× 103 10−3 -

ISLS-reduction linear 5× 103 10−3 0.99
SLS-SVM γ = 15 0.1 10−2 -

Heart ISLS-SVM linear 103 10−2 -
ISLS-reduction linear 103 10−2 1

SLS-SVM d = 5 104 10−5 -
Image ISLS-SVM d = 5 104 10−6 -

ISLS-reduction d = 5 104 10−6 1
SLS-SVM γ = 0.1 50 10−4 -

Ringnorm ISLS-SVM γ = 1 0.1 10−3 -
ISLS-reduction γ = 1 0.1 10−3 1

SLS-SVM d = 3 10 10−2 -
F. solar ISLS-SVM d = 5 1.5 10−3 -

ISLS-reduction d = 5 1.5 10−3 0.97
SLS-SVM γ = 10 100 10−2 -

Splice ISLS-SVM γ = 10 100 10−2 -
ISLS-reduction γ = 10 100 10−2 0.8

SLS-SVM γ = 20 5× 103 10−2 -
Thyroid ISLS-SVM γ = 20 500 10−2 -

ISLS-reduction γ = 20 500 10−2 0.98
SLS-SVM γ = 10 10 10−2 -

Titanic ISLS-SVM linear 500 10−5 -
ISLS-reduction linear 500 10−5 0.99

SLS-SVM γ = 1.5 5 10−4 -
Twonorm ISLS-SVM γ = 1 10 10−4 -

ISLS-reduction γ = 1 10 10−4 1
SLS-SVM γ = 3 100 10−4 -

Waveform ISLS-SVM γ = 20 1.5 10−2 -
ISLS-reduction γ = 20 1.5 10−2 0.86

4.4 SV数の評価

Table 3に各手法の SV数の平均値を示し, SV数が最
小となる結果を太字で示す.また, ISLS-reductionで余
弦の閾値に 1が選択されたデータセットでは SV数が
ISLS-SVMと等しいため, “-” を記す.

Table 3より, CISLS-SVMでは F. solarデータセット
を除くデータセットで最小の SV数となっていること
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が確認できる.これは高次元特徴空間上で位相的に類似
した教師データを SVから除外したためであると考え
られる. F. solarデータセットにおいて SLS-SVMより
も SV数が多い原因はハイパーパラメータの決定にお
いて SLS-SVMでは d = 3と η = 10−2, ISLS-SVMと
ISLS-reductionでは d = 5と η = 10−3 が選択されて
いるため, 高次元特徴空間で一次独立な教師データが
SLS-SVMに比べて多かったためであると考えられる.
また, ISLS-SVMと比べ SV数が削減できていない B.
cancer, Titanicデータセットについては, ISLS-SVMの
標本特徴空間の次元数と入力空間の次元数が等しく,そ
れ以上削減することができなかったためであると考え
られる.

Table 3: Comparison of the number of SVs
Data SLS-SVM ISLS-SVM CISLS-SVM

Banana 44 62 40
B. cancer 52 9 9
Diabetes 165 107 −
German 189 20 19
Heart 126 13 −
Image 277 453 −

Ringnorm 22 98 −
F. solar 32 68 56
Splice 977 977 958

Thyroid 29 32 29
Titanic 10 3 3

Twonorm 306 240 −
Waveform 393 398 344

4.5 汎化能力の評価

各手法でのテストデータでの認識率 [%]を Table 4に
示す.また,各データセットにおける最大認識率を太字
で示し, ISLS-reductionの認識率が ISLS-SVMの認識
率と同等かそれを上回るデータセットにおいて認識率
の前に “*” を記す. CISLS-SVMで余弦の閾値に 1が選
択されたデータセットでは ISLS-SVMと比べて変化が
ないため “-” を記す.

Table 4より, German, Thyroidデータセットを除く
データセットで ISLS-reductionの認識率が ISLS-SVM
の認識率と比べて同等以上であることが確認できる.こ
れは ISLS-SVMの標本特徴空間の基底ベクトルのうち,
位相的に類似した基底ベクトルのみを取り除いたこと
で認識率を維持したためであると考えられる. German,
Thyroidデータセットで認識率が下回った原因として
ISLS-SVMで生成される標本特徴空間の基底ベクトル
から識別に必要な基底ベクトルが取り除かれたためであ
ると考えられる.しかし, Thyroidデータセットにおいて
はWelchの t検定 (5%)より同等の認識率であると判定
された.また, SLS-SVMと比較するとTitanic, Waveform
データセットを除くデータセットで同等の認識率かそ
れを下回っていることが確認できる.しかし, Welchの
t検定 (5%)より, Germanデータセットを除く全データ
セットで同等の認識率であると判定された. SV数が削
減できた 8個のデータセットのうち 7個のデータセッ
トで SLS-SVM, ISLS-SVMの認識率と同等であると判
定された.したがって,提案手法では ISLS-SVMの汎化
能力を維持していると考えられる.

5 まとめ
本論文では, SLS-SVMのスパース性向上手法を提案

した.高次元特徴空間上の教師データ間の余弦を考える

Table 4: Comparison of the average recognition rates in
percent and the standard deviation of the rates

Data SLS-SVM ISLS-SVM CISLS-SVM
Banana 89.2 ± 0.50 89.2 ± 0.50 ∗89.2 ± 0.53

B. cancer 74.1 ± 4.52 73.4± 4.69 ∗73.4± 4.62
Diabetes 77.0 ± 1.70 77.0 ± 1.55 −
German 75.9 ± 2.06 75.7± 2.16 75.0± 2.29
Heart 84.2 ± 3.28 84.0± 3.07 −
Image 91.7± 1.23 92.0 ± 1.10 −

Ringnorm 94.2 ± 2.95 93.7± 3.97 −
F. solar 66.6 ± 1.64 66.4± 1.56 ∗66.5± 1.57
Splice 89.3 ± 0.70 89.3 ± 0.70 ∗89.3 ± 0.70

Thyroid 92.7 ± 2.76 92.7 ± 2.44 92.6± 2.47
Titanic 77.2± 0.82 77.3 ± 1.13 ∗77.3 ± 1.13

Twonorm 97.5 ± 0.15 97.5 ± 0.16 −
Waveform 89.6± 0.62 90.3 ± 0.35 ∗90.3 ± 0.34

ことで似たデータ分布を持つ標本特徴空間の基底ベク
トルを取り除くことによりスパース性の向上を実現し
た.また, SLS-SVM, ISLS-SVM,提案手法の計算機実験
を行い,各手法の SV数,認識率を比較・評価した.余弦
の閾値に 1が選択されたデータセットを除く大半のデー
タセットにおいて提案手法は従来手法と同等の汎化能力
であり, SV数の削減が確認された. SLS-SVMに比べて
SV数が増加した原因はハイパーパラメータによる影響
であり,それを考慮するとスパース性は SLS-SVMを上
回っているといえる.以上より,提案手法は ISLS-SVM
と同等の汎化能力で,スパース性の高い識別器であると
いえる.
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