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Abstract– In this paper, we focus on solving symbolic regression problems by Geometric Semantic Genetic
Programming (GSGP). In GSGP, offspring is produced by a convex combination of two parental individuals.
In order to improve the search performance of GSGP, we propose an improved Geometric Semantic Crossover
utilizing the information of the target semantics. In conventional GSGP, ratios of convex combinations are
determined at random. On the other hand, our proposed method can use optimal ratios for affine combina-
tions of parental individuals. We confirmed that our method showed better performance than conventional
GSGP in several symbolic regression problems.
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1 はじめに
遺伝的プログラミング (Genetic Programming;

GP)1) はプログラム自動生成のための進化的計算手法
である．通常，GPにおける個体は関数記号と終端記号
を組み合わせた木構造プログラムで表現される．ラン
ダムに生成した初期個体群に対して，選択・交叉・突
然変異といった遺伝的操作を繰り返し適用し，集団を
進化させる．
近年，プログラムの振る舞い（意味）に着目した新

しい遺伝操作が研究されている．プログラムの意味は，
例えば関数同定問題においては，与えられる入力の組
に対する出力の組とみなすことができる．Moraglioら
は，この意味に基づいたGeometric Semantic Genetic
Programming (GSGP)2, 3)を提案している．GSGPに
おいて子個体は，親個体の構造的な形質ではなく意味
的な形質を継承するように生成される．
GSGP における交叉である Geometric Semantic

Crossoverでは，子個体が 2つの親個体の凸結合によっ
て生成される．これは言い換えれば，意味空間におい
て 2つの親個体の内分点に相当する位置に子個体が生
成されることを意味する．よってこの交叉では，子個
体は適応度が低い方の親個体よりも適応度が改善する
という特徴を持つ．しかし，2つの親個体が張る意味
空間の外側に目標とする解がある場合，両方の親個体
の適応度を上回る子個体は生成できない．
ところで，関数同定問題は，あらかじめ与えられた入

出力関係を満たす関数を導出する問題である．よって，
意味空間上で最適解の位置があらかじめ与えられてい
ると考えることができる．本研究では，この最適解の意
味を子個体生成のターゲットとして陽に利用した，よ
り効率の良い改良型のGeometric Semantic Crossover
を提案する．いくつかの関数同定問題において提案す
る遺伝操作を導入した GSGPと従来の GSGPとの性
能比較を行い提案手法の有効性を検証する．
本論文の構成は下記のとおりである．2節では，木構

造プログラムの意味の定義とこれまでに提案された意
味に基づく遺伝操作および GSGPについて述べる．3
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Fig. 1: An example of tree structural program for
symbolic regression problems.

節では，本論文で提案するターゲットの意味を考慮し
た Geometric Semantic Crossoverについて説明する．
4節で実験結果と考察について述べ，5節でまとめと今
後の課題について述べる．

2 GPにおける意味に基づく交叉
2.1 木構造プログラムの意味
関数同定問題においては，（部分）木の意味は与えら

れる入力の組に対する対象の木の出力の組として定義
される 4, 5)．木全体の意味はルートノードが出力する
値の組に相当し，部分木の意味はその部分木の親ノー
ドが受け取る値に相当する．例として，関数 f(x) を
同定する場合を取り上げ，Fig. 1に示すような木構造
プログラムを考える．ここでは，変数 xに対する入力
(fitness case)として，x = 1, 2, 3, 4の 4つのケースが
あるものとする．各々の入力に対して，図中の点線で
示した部分木 (− (∗ 2 x) 1)の出力は以下のようになる．

(− (∗ 2 1) 1) = 1,
(− (∗ 2 2) 1) = 3,
(− (∗ 2 3) 1) = 5,
(− (∗ 2 4) 1) = 7.

よって，この部分木の意味は (1, 3, 5, 7)となる．このよ
うに部分木の意味は，fitness caseと同じ数の次元数を
持つベクトルとみなすことができる．同様に，ルート
ノードが返す値を計算することにより，この木構造プ
ログラム全体の意味は (2, 7, 14, 23)と求まる．
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Fig. 2: Standard subtree exchange crossover in GP.

2.2 意味に基づく交叉
GPで一般的に利用される部分木交換交叉では，2つ

の親個体から各々ランダムに交叉点が選択され，その
交叉点をルートとする部分木を交換することにより子
個体が生成される．Fig. 2に部分木交換交叉の例を示
す．部分木交換交叉においては，選択された部分木の
意味が似ているかどうかは考慮していないため，大域
探索や局所探索といった探索特性を制御することはで
きない．近年，この問題を解決するため，意味に基づく
交叉が研究されている．前説で述べたように部分木の
意味は，各入力に対する出力値を要素に持つベクトル
として定義される．よって選択された部分木同士の非
類似度は，その部分木の意味ベクトル間の距離によっ
て表現できる．その距離が大きければ大きいほど，部
分木間の類似度は低いことになる．もし類似度の低い
部分木を交換すれば，親個体のプログラムの振る舞い
に非常に大きな影響を与える．結果として，生成され
る子個体のプログラムは，親個体のプログラムとはか
なり異なるものとなる．これは大域的な探索に相当す
る．逆に，もし類似度の高い部分木同士を交換すれば，
生成される子個体もプログラムの振る舞いの観点では，
親個体と似たものになる．これは親個体周辺の局所探
索とみなすことができる．
意味に基づく交叉として，Uyらは，Semantic Aware

Crossover (SAC)6) を提案した．SACでは，親個体と
意味的に同一な子個体を生成しないように，選択された
部分木の意味的な同一性をチェックしている．Semantic
Similarity-based Crossover (SSC)7) は SACを拡張し
た手法である．局所探索を実行するため，意味的類似
度の概念が導入された．親個体からの部分木の選択の
際，意味的に類似しているが同一でない部分木が選ばれ
るまで，選択操作を繰り返す．これらの手法は，trial-
and-errorによるアプローチであり，また大域探索，局
所探索の制御が困難である．
異なるアプローチとして，Haraらは，Semantic Con-

trol Crossover (SCC)8)，およびRank-based SCC9)を
提案した．SCCでは，交換される部分木が意味的類似
度に基づいて確率的に選択される．加えて，探索特性
を世代が進むにつれて変化させる．探索序盤は大域探
索が実行され，世代が進むにつれて次第に局所探索へ
と移行する．一方，Rand-based SCCでは，各世代に
おいて個体群を適応度によりランク付けし，高ランク

Fig. 3: Two parental individuals T1 and T2.

の個体は局所探索となるように，低ランクの個体は大
域探索となるように，類似度に基づいて交換対象の部
分木を選択する．このように親個体の各ペアに対して，
それらのランクに基づいて適切な探索特性を持つ交叉
が割り当てられる．
2.3 Geometric Semantic Genetic Program-

ming

Geometric Semantic Genetic Programming
(GSGP)2, 3) は，Moraglio らにより提案された．
GSGP における交叉では，子個体は部分木の交換に
よってではなく，親個体の凸結合によって生成される．
2つの親個体 T1と T2が与えられたとき，子個体 Toは
次のように生成される．

To = (T1 ∗R) + (T2 ∗ (1−R)), (1)

ここで Rは区間 [0, 1]内でランダムに生成された定数
である．
例として，Fig. 3に示すような，T1 = −X2+2X+3，

T2 = 2X2−2Xが 2つの親個体となる場合を考える．変
数Xへの入力として，X = 1, 2, 3, 4の4つのケースがあ
る場合，T1とT2の意味は各 (々4, 3, 0,−5)，(0, 4, 12, 24)
となる．もし，R = 0.5とすると，Geometric Semantic
Crossoverにより，Fig. 4に示すような子個体 To が生
成される．To の意味は (2, 3.5, 6, 9.5)となる．子個体
Toは，Fig. 5に示すように，親個体 T1と T2の内分点
に生成されたことになる．
GSGPにおける突然変異では，変異対象の個体 T1が

与えられたとき，子個体 Toは 2つのランダムに作成し
た木構造プログラム TR1 と TR2 の差分を用いて，以
下のように生成される．

To = T1 +ms ∗ (TR1 − TR2), (2)

ここで，msは変異幅 (mutation step)を表すパラメー
タである．msを小さく取ると，Toの意味は T1の意味
に近くなる．言い換えれば，子個体は，意味空間にお
いて親個体の近傍に生成される．

-46-



-47-



Table 1: Parameter settings.

Population Size 100

Max Generations 2000

Tournament Size 4

Elite Size 1

Crossover Rate 0.8

Mutation Rate 0.2

Number of Trials 10

提案手法では，適応度に基づくトーナメント選択に
より選択された個体群の各ペアに対して，(3)式により
決定的に最適な Rを求めた上で，その値を用いて (1)
式の Geometric Semantic Crossoverを適用する．

4 実験と考察
4.1 実験環境およびパラメータ設定
ここでは，提案手法と従来のGSGPの性能比較を行

う．Table 1に，両手法に共通のパラメータ設定を示す．
対象は関数同定問題であり，与えられた入出力関係

を満たす関数を見つけることが目標である．目的関数
は，f1 = X3+X2+X，f2 = 11X2+13X+17，f3 =
sin(X2) cos(X)−1の 3種類で実験を行った．木構造プ
ログラムの構成要素となる終端記号には {1.0, X}，関
数記号には {+,−, ∗}を用いた．ただし，交叉の際には，
Rを表す乱数定数も終端記号として利用される．各個体
の適応度は，目的関数と個体が表す関数との 2乗誤差の
和とする．fitness caseは，[−1.0, 1.0]の区間で等間隔に
21点をサンプリングした値 (X = −1.0,−0.9, . . . , 1.0)
を用いた．
4.2 実験結果と考察
目的関数 f1, f2, f3 における従来の GSGPと提案手

法の最良適応度の 10試行平均の推移を Fig. 8, Fig. 9,
Fig. 10に各々示す．また，最終世代の最良適応度とそ
の標準偏差を Table 2に示す．これらの結果から，い
ずれの目的関数に対しても，提案手法が従来手法より
も良い成績をあげていることが分かる．
目的関数の違いによる性能への影響をみると，目的

関数 f2に対して最も従来手法と提案手法の性能の差が
大きい．関数 f2は係数の値を大きく設定しているため，
ターゲットとなる意味ベクトルの各次元の値が他の問
題よりも大きな値をとる．この結果，意味空間におけ
る初期個体集団の分布に対して，ターゲットがその外
側に存在する可能性が高く，交叉では親個体の内分点
に相当する個体しか作成できない従来のGSGPでは最
適化が困難であったと考えられる．これに対して，提
案手法は親個体に近づくような外分点に相当する個体
を作成できるため，効率的に探索が行えている．

5 おわりに
本論文では，関数同定問題を効率的に解くために，

ターゲットの意味を利用した新たなGeometric Seman-
tic Crossoverを提案した．従来のGSGPとの性能比較
実験を行い，探索能力が大幅に改善できることを確認
した．
今後は，探索の過程で個体群の分布が世代とともに

どのように変化するか確認し，提案手法の探索の特性
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Fig. 8: Best fitness curves in f1 problem.
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Fig. 9: Best fitness curves in f2 problem.

をより詳細に分析する必要がある．また，提案した交
叉方法を活かすためには，親個体のペアの作り方も重
要である．本手法により適した選択方法についても設
計を行いたい．
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Interactive Evolutionary Computation using Partial Solution and
Quantification Approach for Performance Evaluation

∗R. Matsumoto, H. Someya (Tokai University), T. Kashima (Kinki University),
Y. Orito (Hiroshima University)

Abstract– We propose an evaluation technique that focuses on partial solutions in interactive evoltionary
computation (IEC) The partial solution evaluation is utilized in crossover and mutation operations. We
applied the proposed IEC method to the menu planning problem. In experiment, we use characteristic score
based on quantification approach.

Key Words: Interactive evolutionary computation, Menu planning problem, Combinatorial optimization
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論理和によるファジィ推論モデルの提案とその性質
○関宏理 （大阪大学）

Proposal of new fuzzy inference models using OR operation and its properties

∗Hirosato Seki (Osaka University)

Abstract– This paper firstly propose a fuzzy inference model by using OR operation. Moreover, an OR
operation type fuzzy inference model with weights are also proposed. The proposed models are equivalent
to inference results of minimum decision rule based on the rough set theory. Finally, the properties of the
proposed models are shown in this paper.

Key Words: Approximate Reasoning, Fuzzy inference model, Rough set, OR operation, Equivalence

1 はじめに
Mamdaniがファジィ推論の概念をスチームエンジン
実験装置の制御へ適用して以来，様々な分野でファジィ
推論の研究と応用が行われてきた 1)．

Mamdaniのファジィ推論モデル 1) や代数積–加算–
重心モデルなどの IF-THEN型ファジィ推論モデルで
は，前件部に AND 演算を用いているため，1 つでも
非発火となる場合は，その規則に対する適合度は 0と
なってしまう．
一方，決定に最小限必要な属性や条件の長さが極小

な決定ルール（以後，極小決定ルール）を決定表から抽
出する方法として，ラフ集合に基づく方法がある 2, 3)．
矛盾を含んだデータを扱う場合，極小決定ルールを使
用することにより矛盾を取り除くことが可能であるこ
とから，ファジィルールによる極小決定ルールの表現
を可能にすることは非常に重要である．しかしながら，
極小決定ルール以外のルールは使用しないため，通常
のファジィ推論モデルにおけるファジィルールを使用
する際には，非発火現象と同様の現象が起こる．この
ことから，一般にはすべてのファジィルールを用いた
場合のファジィ推論では極小決定ルールを表現した推
論結果が得られない．
したがって，本稿では前件部に論理和の概念を用い

た OR演算型ファジィ推論モデルを提案することによ
り，極小決定ルールと等価な推論結果が得られること
を示す．また，OR演算型ファジィ推論モデルに重み
づけをした重み付き OR演算型ファジィ推論モデルも
提案する．本モデルも同様に，重みを 0とすることに
より極小決定ルールと等価な推論結果が得られること
を示す．さらに，重みを [0,1]で与えたとき，極小決定
ルール以外のルール，すなわち，極小決定ルールを導
出する際に削減されたルールを抑制して使用すること
ができるため，従来の極小決定ルールでは得られない
推論結果が得られることについても言及する．

2 準備
2.1 ファジィ推論モデル

本章では代表的なファジィ推論モデルである Min–
Max–重心モデル（Mamdaniの推論モデル）1) と代数
積–加算–重心モデル 4, 5, 6, 7) について述べる．
一般的なファジィ推論モデルの規則は以下のような

IF-THENルールで構成される．

Rule Ri ={
x1 is A1

i and x2 is A2
i and · · · and xn is An

i

−→ y is Bi

(1)

こ こ で ，x1, x2, . . . , xn は 前 件 部 の 入 力 変 数 ，
A1

i , A
2
i , . . . , A

n
i はファジィ集合，Bi は後件部ファ

ジィ集合を表す．また i = 1, 2, . . . , M であり，M は規
則の総数を表す．なお，後件部のファジィ集合 Bi が
関数に置き換えられた場合を T–S推論モデル 8)，定数
に置き換えられた場合を簡略化ファジィ推論モデル 9)

と呼ぶ．
2.1.1 Min–Max–重心モデル
本節ではまず，Mamdaniの推論モデルとして知られ
る Min–Max–重心モデル 1) について説明する．Min–
Max–重心モデルの規則は式 (1)のように与えられる．
入力 “x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n”とファジィルール “A1

i , A
2
i , . . . ,

An
i −→ Bi” から導かれた各々の推論結果B′

iは以下の
ように与えられる（図 1参照）．
前件部 “A1

i , A
2
i , . . . , A

n
i ”へ入力 “x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n”が与

えられたとき，その適合度 hi は

hi = min{A1
i (x

0
1), A

2
i (x

0
2), . . . , A

n
i (x0

n)} (2)

のように与えられる．したがって，その規則の推論結

A1

A2A

x0

x

y0

y

y

y

a b
min{a,b} (= h  )

B1

B2 B'2

B'1

B' = B'    B' 1 2

A1
1 2

2
2
1

1 x1 x02 x2

1 x2

1

U

Fig. 1: Min–Max–重心モデル
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果 B′
i は

B′
i(y) = min{hi, Bi(y)} (3)

のように導くことができる．
式 (1)の最終推論結果 B′ は B′

1, B′
2, . . . , B′

M を演
算maxで結合することにより得ることができる．すな
わち，

B′(y) = max{B′
1(y), B′

2(y), . . . , B′
M (y)} (4)

となる．
推論結果B′に対する代表値 y0は以下のようにB′の

重心を求めることにより得られる．

y0 =

∫
y · B′(y)dy∫
B′(y)dy

(5)

2.1.2 代数積–加算–重心モデル
次に本節では，代数積–加算–重心モデル 4, 5, 6, 7) に

ついて述べる（図 2参照）．代数積–加算–重心モデル
の規則はMin–Max–重心モデルと同様に，式 (1)で与
えられる．
入力 “x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n”とファジィルール “A1

i , A
2
i , . . . ,

An
i −→ Bi”から得られた各推論結果 B′

i は以下のよう
に求められる．
前件部 “A1

i , A
2
i , . . . , A

n
i ”へ入力 “x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n”が与

えられたとき，その適合度 hi は以下のように求めら
れる．

hi = A1
i (x

0
1) · A2

i (x
0
2) · · ·An

i (x0
n) (6)

ここで “·”は代数積を意味する．したがって，その推論
結果 B′

i は以下のように導かれる．

B′
i(y) = A1

i (x
0
1) · · ·An

i (x0
n) · Bi(y)

= hi · Bi(y) (7)

式 (1)の最終推論結果 B′ は B′
1, B′

2, . . . , B′
M を代

数和 (+)で統合することにより得ることができる．す
なわち，

B′(y) = B′
1(y) + B′

2(y) + · · · + B′
M (y) (8)

A1

A2A

x0

x

y0

y

y

y

a b
ab (= h  )

B1

B2 B'2

B'1

B' = B' + B' 1 2

A1
1 2

2
2
1

1 x1 x02 x2

1 x2

1

Fig. 2: 代数積–加算–重心モデル

となる．
推論結果 B′ の代表値 y0 は重心法により以下で求め
ることができる．

y0 =

∫
y · B′(y)dy∫
B′(y)dy

(9)

2.2 ラフ集合 2, 3)

2.2.1 近似
議論の対象となる全体集合を U，U 上の同値関係を

Rとする．U の Rによる同値類 [x]R は，同値関係 R
のもとで互いに区別できない対象を表わす．部分集合
X ⊆ U に対して，RによるX の下近似R∗(X)及び上
近似R∗(X)が以下のように定義される．

R∗(X) = {x ∈ U | [x]R ⊆ X} (10)

R∗(X) = {x ∈ U | [x]R ∩ X �= ∅} (11)

下近似と上近似の対 (R∗(X), R∗(X)) を X のラフ集
合と呼ぶ．X のラフ集合は，集合の包含関係の意味で，
X の上下方向からの近似を表わす．R∗(X)は X への
帰属が疑わしくない対象の集合と解釈され，R∗(X)は
X に帰属する可能性のある対象の集合と解釈される．
2.3 ラフ集合と決定表
決定表は (U, C∪D, V, ρ)の4項組で表される．ここで，

Uは対象の集合，Cは条件属性集合，Dは決定属性集合
である．V は属性値の集合，ρはU ×C or Dから V の
中への写像を表す．表 1に決定表の例を示す．この表は
6人の患者 (Patient)の集合を頭痛 (Headache：以後H)，
筋肉痛 (Musclepain：以後M)，体温 (Temperature：以
後T)から流感 (Flu：以後F)か否かを類別したデータで
ある．U = {x1, x2, ..., x6}，C = {H,M,T}，D = {F}，
V = {yes,no,normal,high,very high} である．対象の
集合が p個の決定クラス Dk (k = 1, 2, · · · , p)に分割
されたとすると，条件属性の部分集合 A ⊆ C に基づ
き，各決定クラスの下近似，上近似は次のように定義
される．

A∗(Dk) = {x ∈ U | [x]A ⊆ Dk} (12)

A∗(Dk) = {x ∈ U | [x]A ∩ Dk �= ∅} (13)

ただし，[x]A は Aによる対象 xの同値類を表わす．
表 1 において，流感である患者の集合 D1 =

{x1, x2, x3, x4} と流感でない患者の集合 D2 =
{x5, x6} とする．また，A = {H,M,T} とすると

Table 1: 決定表の例

Patient Headache Musclepain Temperature Flu
x1 no yes high yes
x2 yes no high yes
x3 yes yes very high yes
x4 no yes very high yes
x5 no yes normal no
x6 yes no high no
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A∗(D1) = {x1, x3, x4}，A∗(D1) = {x1, x2, x3, x4, x6}，
A∗(D2) = {x5}，A∗(D2) = {x2, x5, x6} が得られる．
決定表に関する指標として次式に示す近似精

度αA(Dk)と近似の質γA(Dk)が提案されている 10)．

αA(Dk) =
|A∗(Dk)|
|A∗(Dk)| (14)

γA(Dk) =
|A∗(Dk)|
|Dk| (15)

|X|は集合 X の要素数である．αA(Dk)は属性集合 A
により決定クラスDk がどの程度近似できるかを示し，
γA(Dk)は属性集合 Aの情報により決定クラス Dk が
どの程度の要素が明確に判定できるかを示している．
表 1において, D1 = {x1, x2, x3, x4}, D2 = {x5, x6},

A = {H,M,T} とすると，αA(D1) = 3/5 = 0.6,
γA(D1) = 3/4 = 0.75, αA(D2) = 1/3 ∼= 0.33,
γA(D2) = 1/2 = 0.5 となる．
2.3.1 決定表と決定ルール
決定表は，条件属性の値に対する決定属性の値を示

す決定ルールを与えている．例えば，表 1の第 2行は

[H = yes] ∧ [M = no] ∧ [T = high] ⇒ [F = yes]

なるルール，すなわち，「頭痛があり，筋肉痛がなく，体
温が高ければ，流感である」という決定ルールを示し
ている．
決定ルール Δ ⇒ Γの質を評価するために，次のよ

うな指標が考えられている．

Cer(Γ | Δ) =
|Γ ∧ Δ|
|Δ| (16)

Cov(Γ | Δ) =
|Γ ∧ Δ|
|Γ| (17)

Supp(Γ | Δ) =
|Γ ∧ Δ|
|U | (18)

Cer(Γ | Δ)は確信度と呼ばれ，そのルールがどの程度
正しいかを示している．Cov(Γ | Δ)は被覆度と呼ばれ，
そのルールにより結論 Γを説明できる対象の割合を示
している．Supp(Γ | Δ)は支持度と呼ばれ，そのルー
ルを満たす対象が全体の何割にあたるかを示している．
表 1において，Δ = [H = no]∧ [M = yes]，Γ = [F =

yes]とすると，

Cer(Γ | Δ) =
|x1, x4|

|x1, x4, x5| =
2
3
∼= 0.67

Cov(Γ | Δ) =
|x1, x4|

|x1, x2, x3, x4| =
2
4

= 0.5

Supp(Γ | Δ) =
|x1, x4|

|x1, x2, x3, x4, x5, x6| =
2
6
∼= 0.33

となる．
2.3.2 ラフ集合による知識獲得
ここでは，決定表に内在する極小決定ルールをすべ

て導出する方法である決定行列について述べる．決定
表 (U, C ∪ D, V, ρ) が与えられたとき，決定属性集合
B ⊆ Dの属性値に基づき，対象の集合が p個の決定ク

ラス Dk（k = 1, 2, ..., p）に分割されたとする．このと
き，決定クラスDkに応じて決定行列の (i, j)成分は式
(19)のように定義される．

Mk
ij = {(a, ρ(xi, a)) | ρ(xi, a) � =ρ(xj , a)}

i ∈ K+
k = {i | xi ∈ C∗(Dk)}, j ∈ K−

k = {j | xj � ∈Dk}
(19)

ここで，L(Mk
ij)を (i, j)成分の要素の論理和とすると，

式 (20)で示す論理式の主加法標準形を求めれば，各連
言項が x ∈ Dk を導く条件の長さが極小な決定ルール
の条件部となる．

∨
i∈K+

k

∧
j∈K−

k

L(Mk
ij) (20)

このような操作をすべての決定クラス Dk について行
えば，決定表内に内在する極小決定ルールのすべてが
求められる．
表 1において，D1 = {x1, x2, x3, x4}とした場合，決

定クラスD1 の決定行列は以下のようになる．
x5 x6

x1 {(T,high)} {(H,no),(M,yes)}
x3 {(H,yes),(T,very high)} {(M,yes),(T,very high)}
x4 {(T,very high)} {(H,no),(M,yes),(T,very high)}

式 (20)より
∨

i∈K+
k

∧
j∈K−

k

L(Mk
ij)

=[T = high] ∧ ([H = no] ∨ [M = yes])

∨ ([H = yes] ∨ [T = very high]) ∧ ([M = yes]∨
[T = very high])

∨ [T = very high]

=([H = no] ∧ [T = high]) ∨ ([M = yes] ∧ [T = high])

∨ ([H = yes] ∧ [M = yes]) ∨ [T = very high]

これにより，次に示す r1, r2, r3, r4の 4つの決定ルー
ルが得られる．

r1 : [H = no] ∧ [T = high] ⇒ [F = yes]

r2 : [M = yes] ∧ [T = high] ⇒ [F = yes]

r3 : [H = yes] ∧ [M = yes] ⇒ [F = yes]

r4 : [T = very high] ⇒ [F = yes]

3 論理和を考慮したファジィ推論モデルの
提案

たとえば，表 1のような決定表をファジィ推論へ適
用することを考える．このとき，表 1を基にしたルー
ルを使用する場合，Patient x2 と x6 のように，x2 と
x6 の条件属性は Headache is no, Musclepain is yes,
Tempareture is highと同じであるのに対し，決定属性
は異なる．このような矛盾を含んだデータを用いた場
合，十分な精度が得られない場合が多々存在する．こ
のような矛盾を含んだデータに対して，2.3.2で示すよ
うなラフ集合による極小決定ルールを用いることによ
り，矛盾を含むことなく精度の良い推論結果を得られ
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ることが知られている 2, 3)．しかしながら，一般的な
ファジィ推論を用いた場合，ファジィルールの前件部は
ANDで結ばれているため，1つの入力でも非発火とな
るならば，その規則の適合度は 0になってしまう．し
たがって，一般的なファジィルールからすべてのルー
ルを用いた場合，極小決定ルールのような欠損ルール
のような推論結果は得られないことがわかる．
このことから，本稿では欠損ルールに対応し，1つ

以上非発火現象が起きたとしても推論結果が得られる
ために，AND部分をOR演算に置き換えた論理和を考
慮したファジィ推論モデル（以後，OR演算型ファジィ
推論モデル）の提案を行う．OR演算型ファジィ推論モ
デルのファジィルールは以下のように与えられる．

Rule Ri ={
x1 is A1

i or x2 is A2
i or · · · or xn is An

i

−→ y is Bi

(21)

こ こ で ，x1, x2, . . . , xn は 前 件 部 の 入 力 変 数 ，
A1

i , A
2
i , . . . , A

n
i はファジィ集合，Bi は後件部ファ

ジィ集合を表す．また i = 1, 2, . . . , M であり，M は
規則の総数を表す．
入力 “x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n”とファジィルール “A1

i , A
2
i , . . . ,

An
i −→ Bi”から得られたOR演算型ファジィ推論モデ
ルの各推論結果 B′

i は以下のように求められる．
前件部 “A1

i , A
2
i , . . . , A

n
i ”へ入力 “x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n”が与

えられたとき，ORで結合されていることから，その
適合度 hi は以下のように求められる．

hi = A1
i (x

0
1) + A2

i (x
0
2) + · · · + An

i (x0
n) (22)

ここで “+”は代数和を意味する．したがって，その推
論結果 B′

i は以下のように導かれる．

B′
i(y) = {A1

i (x
0
1) + · · · + An

i (x0
n)} ∗ Bi(y)

= hi ∗ Bi(y) (23)

ここで，演算 ∗は代数積や min演算などの t-normを
意味する．
式 (26)の最終推論結果 B′ は B′

1, B′
2, . . . , B′

M を
max演算などの t-conorm，あるいは代数和 (+)で統合
することにより得ることができる．すなわち，

B′(y) = B′
1(y) ∗ B′

2(y) ∗ · · · ∗ B′
M (y) (24)

となる．ここで，演算 ∗は t-conorm，あるいは代数和
を意味する．
推論結果 B′ の代表値 y0 はmin–max–重心モデルや

代数積–加算–重心モデルと同様に以下で求めることが
できる．

y0 =

∫
y · B′(y)dy∫
B′(y)dy

(25)

一例として，図 3に代数和–Max–重心モデルの場合の
推論図を示す．

A1

A2A

x0

x

y0

y

y

y

a b

a+b (= h  )

B1

B2

B'2

B'1

A1
1 2

2
2
1

1 x1 x02 x2

1 x2

1

B' = B'    B' 1 2U

Fig. 3: 代数和–Max–重心モデルの場足の OR演算型
ファジィ推論モデル

4 OR演算型ファジィ推論モデルの性質
本章ではファジィ推論の等価性の観点から OR演算
型ファジィ推論モデルの特徴を述べる．
著者らは以下のようにファジィ推論の等価性を定義

している．
定義 11, 12)：任意の入力が与えられたとき，2つのファ
ジィ推論モデルの推論結果が等しいとする．このとき，
2つのファジィ推論モデルは等価であると呼ぶ．
従来のAND型ファジィ推論では前件部がAND演算

を用いるため，1つでも非発火状態になった場合には
その規則が 0になってしまう．したがって，等価性を
考えたとき，ラフ集合のような極小決定ルールのよう
な欠損ルールと等価な推論結果は得られない．
一方，OR演算型ファジィ推論では，前件部同士の演

算は式 (22)のように加算を用いるため，入力とルール
の間で非発火現象が起こったとしても，それ以外の部
分を加算することにより欠損ルールと同等の結果を得
ることができる．
また，OR演算型ファジィ推論モデルが非発火現象

以外で欠損ルールと等価な推論結果が得られることを
考えた場合，前件部に重みを付加し，欠損部分につい
ては重みを 0とすることが考えられる．すなわち，前
件部に対して重み付けを行う OR演算型ファジィ推論
モデル（以後，重み付き OR演算型ファジィ推論モデ
ル）は以下のように拡張することができる．

Rule Ri ={
x1 is w1

i /A1
i or x2 is w2

i /A2
i or · · · or xn is wn

i /An
i

−→ y is Bi

(26)

ここで，w1
i /A1

i の /は通常の割り算ではなく，セパレー
タを表し，w1

i は A1
i の重要度を意味する．

たとえば，ラフ集合による極小決定ルールの導出の
際に使用しない条件属性が i番目のルールにおける j
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Fig. 4: 極小決定ルールを用いた場合
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Fig. 5: w2
1 = 0の場合の重み付き OR演算型ファジィ

推論モデル

番目の入力に対する条件属性であるとする．このとき，
wj

i = 0 とすることにより，重み付き OR 演算型ファ
ジィ推論モデルはラフ集合による極小決定ルールと等
価な推論結果が得られる（図 4,5参照）．
ラフ集合による極小決定ルールを表現する際には欠

損部分に対応する重みを 0とすることにより等価な推
論結果が得られるが，wj

i ∈ [0, 1]とすることにより，極
小決定ルールでは得ることのできない推論結果が得ら
れる．極小決定ルールを使用する場合，矛盾を取り除
くことができる特徴がある一方で，取り除いた部分が
本当に必要がないのかという問題があることが知られ
ている．しかしながら，本提案モデルでは，OR演算
と重み付けにより推論結果を得ることから，たとえば，
欠損部分の重みwj

i を 0ではなく 0.2と設定したとする
と，抑制してそのルールを使用するという表現が可能
になる．
重み付きOR型ファジィ推論モデルでは極小決定ルー

ルよりもパラメータ数が増加するものの，推論結果の
統合に加算やMax演算を用いる．著者らは，統合に加
算を用いた場合，重心法は以下の式に書き直すことが
できることを示している 11)．

y0 =

∫
yB′(y)dy∫
B′(y)dy

=

M∑
i=1

S′
iyi

M∑
i=1

S′
i

=

M∑
i=1

hiSiyi

M∑
i=1

hiSi

(27)

ここで Si は後件部ファジィ集合の面積，yi はその重
心，S′

i は i番目の規則の推論結果の面積を表し，i =
1, 2, . . . , M，M は規則の総数である．
同様に，著者らはMax演算で統合する場合，重心法
による推論結果は以下のように書き換えることができ
ることも示している 13)．

y0 =

∫
yB′(y)dy∫
B′(y)dy

=

M∑
i=1

S′
iyi −

M−1∑
i=1

S′o
i yo

i

M∑
i=1

S′
i −

M−1∑
i=1

S′o
i

(28)

ここで S′o
i 各規則からの推論結果のMax統合における

重複部分の面積を，yo
i はその重心を表す．

したがってパラメータ数は増加するものの，統合に
加算やMax演算を用いることができることから，上記
による高速演算を使用することが可能である．
また，上述ではファジィルールの前件部は ORで結
合されたもののみを議論したが，ANDとORを混合し
たものとして以下のようなファジィルールを考えるこ
とも可能である．

Rule Ri ={
x1 is A1

i ∗ x2 is A2
i ∗ · · · ∗ xn is An

i

−→ y is Bi

(29)

ここで，∗は andまたは orを意味する．x1, x2, . . . , xn

は前件部の入力変数，A1
i , A

2
i , . . . , A

n
i はファジィ集合，

Biは後件部ファジィ集合を表す．また i = 1, 2, . . . , M
であり，M は規則の総数を表す．
この場合も，andで結合された部分の 1つでも非発
火である場合は，and部分はすべて適合度が 0になる
ものの，or演算が含まれている場合はその部分が加算
として使用されるため，その規則の適合度は 0になら
ないという特徴を持つ．

5 おわりに
一般的に，従来のファジィ推論モデルでは極小決定

ルールに基づく推論結果と等価な推論結果を得ること
はできない．しかしながら，本稿では OR演算を用い
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た OR演算型ファジィ推論モデルを提案し，本モデル
は極小決定ルールと等価な推論結果が得られることを
示した．また，OR演算型ファジィ推論モデルの前件
部に重みづけしたモデルを提案し，重み付き OR演算
型ファジィ推論モデルも同様に極小決定ルールと等価
な推論結果が得られることを示した．さらに，重みを
0から 1の間をとることにより，極小決定ルールで使
用しない部分を抑制して使用することにより，極小決
定ルールでは得られない推論結果を得ることができる
ことをも示した．極小決定ルールと等価な推論結果が
得られるということは，矛盾を含んだデータに対して
も精度良く対応するため，医療診断などへの応用が期
待される．
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リズム現象における位相・周期感度の解析法
○森　禎弘 黒江康明 （京都工芸繊維大学）

Analysis Method of Phase and Period Sensitivities in Rhythmic Phenomena

∗Y. Mori and Y. Kuroe (Kyoto Institute of Technology)

Abstract– Sensitivity analysis is fundamental and essential in analysis and design in any system. This
paper discusses a method of sensitivity analysis of rhythmic phenomena which are found in various systems
such as physical systems, biological systems and human societies and so on. Sensitivity analysis of rhythmic
phenomena is very difficult because rhythms appear autonomously as periodic phenomena in nonlinear
systems and only few studies have been done. In this paper we propose an analysis method of phase and
period sensitivities in rhythmic phenomena. We first give the definition of phase for periodic trajectories of
nonlinear systems and derive a strict expression of phase and period sensitivities by introducing Poincaré
map. Based on the expression we derive an efficient computer algorithm to calculate phase and period
sensitivities by intruducing sensitivity equations or adjoint equations. It is shown that the proposed analysis
method makes it possible to obtain both the period and phase sensitivities accurately.

Key Words: Rhythm phenomenon, Period sensitivity, Phase sensitivity, Nonlinear system, Poincaré map,
Sensitivity equation, Adjoint equation

1 はじめに

リズム現象は自然現象や物理現象，あるいは経済シ
ステム，社会システムなどありとあらゆるシステムで
見られる非線形現象である．たとえば，生体内では歩
行運動や呼吸，心臓の鼓動などさまざまなリズム現象
が多く見られる．またサーカディアン・リズムとよば
れる睡眠などの 1日を周期とするリズム現象も存在す
る．これらのリズム現象は，生体内の特定のニューラル
ネットワークあるいは遺伝子ネットワークが司ってい
ることが知られており，これらの現象の生理的および
数理的な解明が盛んにされてきた．また工学の分野に
おいてはこれらの結果に基づきリズム現象を工学的に
実現し，応用する研究も行われるようになってきてい
る．また生体だけでなく，リズム現象を数理的にモデ
リングしそのメカニズムを解明しようとする研究，そ
れらの成果を利用しようとする研究，あるいはそれら
の成果にヒントを得てシステムの解析，設計における
種々の問題を解決しようとする研究がさまざまな分野
で行われるようになってきている．たとえば，複数の
異なるリズム現象が相互に影響しあうとやがて一つの
リズム現象に同期する同期現象と呼ばれる現象がさま
ざまな分野で見られ，この現象の解明に関する研究が
盛んに行われている．これらの成果を自律分散制御や
システム創発的設計などに応用する研究も行われるよ
うになってきている．

一方，システムのパラメータが微小変化したとき，シ
ステムの振る舞い，特性や性能がどのように変化する
かを調べること，すなわち感度解析は，システムの解
析，設計におけるさまざまな場面で必要となり，あら
ゆるシステムにとって非常に重要な問題である．シス
テムの振る舞い，特性や性能のパラメータに関する感
度は，通常，それらのパラメータに関する微分として
定義される．また，システムの性能や応答に対しある
評価関数が与えられ，それを最小あるいは最大にする
ようなパラメータを求める最適化問題において，これ
らの問題を勾配法など種々開発されている最適化アル
ゴリズムを用いて解く際，評価関数のパラメータに関

する微分値が必要となり，この場合も感度解析が必要
となる．本稿の目的は，リズムを対象としてその感度
解析法を開発することである．
システムの感度解析の研究は古くからなされ，これ

まで多くの研究がある．ところがリズム現象，すなわち
周期現象に関する感度の研究はそれほど多くない．そ
の理由は，システムにおける周期解は一般に初期状態
には依存しない非線形現象の定常状態として自律的に
決まり，そのパラメータの依存性の表現を得ることが
困難なためである．周期現象の感度に関してこれまで
いくつかの研究があるが 1, 2, 3)，近似的な扱いが含ま
れる，その具体的な計算法が示されていない，計算効率
が考慮されていないというような問題がある．筆者ら
は既にリズム現象の感度解析として，特に位相と周期
に対する感度解析法を提案し，精度が良くかつ計算効
率の良い感度解析アルゴリズムを提案している 4, 5, 6)．
このアルゴリズムでは，感度方程式を導いて，あるいは
随伴方程式を導いて感度を求めることができる 6)．本
稿では，随伴方程式を導いて感度を求める方法を示し，
感度方程式を導いて求める場合との比較を行う．
リズム現象は多くの場合，非線形自律システムの周

期状態としてモデル化される．そこで，本稿では非線
形自律システムを対象として，まず，その周期状態の
位相の定義を与える．そのうえで，定義した位相に関
するパラメータ感度の表現を導出する．このような非
線形現象の感度は，解析的に求めることがほとんど不
可能で最終的には数値的に求めることになり，その際，
計算精度および計算効率が問題となる．そこで本稿で
は，導いた感度の表現より，リズム現象における周期
と位相のパラメータ感度を数値的に計算するための精
度が良くかつ計算効率の良いアルゴリズムを示す．こ
のとき，感度方程式を導いて求める方法と随伴方程式
を導いて求める方法が考えられる．本稿では位相感度
と周期感度を随伴方程式に基づいて求める方法を示し，
そのための精度が良く計算効率の高い計算アルゴリズ
ムを導く．そして，感度方程式を導いて求める方法と
の比較を行う．提案法は，リズム現象を生じさせる通常
の安定なリミットサイクルの感度だけななく，たとえ
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ばカオスアトラクターに埋め込まれた不安定なリミッ
トサイクルの感度も求めることができる方法となって
いる．

2 対象とするシステムと数学的準備
本稿で取り扱うリズム現象は，次の微分方程式で表

される非線形自律システムの周期解としてモデル化で
きるものを対象とする．

d

dt
x(t) = f(x(t),p) (1)

ここで，x(t)は状態ベクトル，pはパラメータベクト
ルであり，それぞれ n次元ベクトル（x ∈ Rn），p次
元ベクトル（p ∈ Rp）であるとする．f は非線形のベ
クトル関数である（f : Rn × Rp → Rn）．f(x,p)は，
xおよび pに関してそれぞれ１階連続微分可能とする．
また，ϕ(t,x0,p)を初期条件 x(0) = x0としたときの，
(1)式で表されるシステムの時刻 tでの解とする．すな
わち，ϕ(t,x0,p)は次式を満たす．

ϕ(t,x0,p) = x0 +

∫ t

0

f(ϕ(τ,x0,p),p)dτ (2)

ここで，(1)式のシステムは，非自明な孤立した周期
解，すなわちリミットサイクルを持つと仮定し，これ
がリズム現象を実現しているものとする．この周期解
の状態空間における軌道を γ とし，この軌道上の一点
を xγ とする．γが周期軌道であるということより，任
意の点 xγ ∈ γ に対し，

xγ = ϕ(T,xγ ,p) (3)

が成立する．ここで，T は周期解の周期であり，周期
T はシステムのパラメータ pに依存して決まる．本稿
の目的は，(1)式で表されるシステムにおけるリズム現
象，すなわち (1)式のシステムの周期軌道 γ を対象と
して，その特徴的な量である位相と周期のパラメータ
感度を求める方法を提案することである．
以下では，本稿で必要となるいくつかの数学的な準

備を与える．システムの周期解の定性的な性質や安定
性を解析するための重要なツールとしてポアンカレ写
像 (Poincaré Map)が知られている 7, 8)．ポアンカレ写
像の基本的な考え方は，連続時間システムの周期軌道
の解析を，それより 1次元低い離散時間システムに置
き換えて解析することであり，次のように定義される．
【ポアンカレ写像の定義】
周期解の軌道を γ とする．γ 上の一点を xγ0 とし，

この点で γ と横断的に交わる超平面（曲面）Σを考え
る．U ⊂ Σを点 xγ0 の近傍とする．点 x ∈ U に対して

P (x) = ϕ(T ,x,p) (4)

で定義される写像P : U → Σをポアンカレ写像とよぶ．
ただし T (x)は点xから出発した解軌道ϕ(t,x,p)が最
初にΣにもどってくる時刻である．すなわち，T (x) =
min{t|ϕ(t,x,p) ∈ Σ} である．
明らかに，xγ0 = P (xγ0), T (xγ0) = T が成立し，周

期軌道上の点は，ポアンカレ写像の不動点となる．な
お，γ と横断的に交わる超平面（曲面）Σは，ポアン
カレ断面と呼ばれる．

3 位相・周期感度の解析法
本稿の目的は，周期軌道 γ の位相や周期に対するパ

ラメータ感度を求めるためにはまず，それらのパラメー
タ対する依存性の表現を得る必要がある．ところが，シ
ステムにおける周期解は初期状態には依存しない非線
形現象の定常状態として自律的に決まり，その周期や
位相についてパラメータの依存性の表現を得ることは
一般に困難である．筆者らは先に，周期軌道の位相と
周期に関するパラメータの依存性の数学的表現を導き，
それを基にして位相感度と周期感度を計算する方法を
提案した 4, 5, 6)．ここでは，この提案方法を説明する．

3.1 位相・周期感度の表現の導出

非線形システムの周期軌道の位相に対するパラメー
タに関する依存性を導出するためには，まずその位相
をどのように定義するかを明らかにする必要がある．本
稿では，(1)式で表されるシステムの周期軌道 γ に対
する位相を次のように定義する．γ の 1周期内におい
てある注目する事象 (event)が起こる時刻を考える．こ
の時刻を適切に定めた基準となる時刻からの差として
定義し，これを tev と書くことにする．時刻 tev はシス
テムのパラメータ pに依存しているので，このことを
明らかにするため tev(p)と表す．そのように定義した
事象 (event)が起こる時刻の位相 θ(p)を次のように定
義する．

θ(p) = 2π
tev(p)

T (p)
(5)

本稿では，このように定義した位相に関するパラメータ
pに対する感度を計算する方法を議論する．パラメー
タ感度は一般に，そのパラメータに関する微分値とし
て定義されるので，(5)式の両辺を pで微分すると感
度が次式のように得られる．

∂

∂p
θ(p) = 2π

∂tev(p)
∂p T (p)− tev(p)∂T (p)

∂p

T 2(p)
(6)

従って位相感度は，事象が起こる時刻に対する感度
∂tev(p)/∂pおよび，周期に関する感度 ∂T (p)/∂pを求
めることができれば求まることになる．
一方，注目する事象としては，たとえば，注目する状

態変数がある値になる，あるいは注目する状態変数が
極大値，あるいは極小値をとるというようなことが考
えられる．このような時刻は一般に，システムの状態
xとパラメータ pに依存する Rn × Rp → Rなる関数
Ev(·)を用いて，次式を満足する時刻として表される．

Ev(x(tev),p) = 0 (7)

たとえば，状態 xの i番目の要素が零になるという事
象が起こる時刻を tev とすると

xi(tev) = 0

と表すことができ，Ev は，Ev = xi となる．また，状
態 xの i番目の要素が極値をとるという事象が起こる
時刻を tev とすると

d

dt
xi(tev) = 0
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と表すことができ，Evは，Ev = d
dtxi = fi(x,p)となる．

以下では，(7)式を用いて (6)式で定義された位相感度
を求める際必要となる ∂tev(p)/∂pおよび，∂T (p)/∂p
の表現を導く．
位相感度と周期感度の数学的に厳密な表現は，周期

軌道の 1点がポアンカレ写像の不動点になることを利
用して導出できる．注目する事象の起こる時刻 tev は，
対象とする周期解 γがポアンカレ断面Σを横切る時刻
を基準として定義することにし，その時刻を初期時刻
t = 0とする．ポアンカレ断面は次式で表されるとする．

σ(x) = 0 (8)

ここで，σ は σ : Rn → Rなる写像である．対象とす
る周期軌道 γ に対し，ポアンカレ断面は適切に設定で
きるとし，σ(x)は既知であるとする．周期軌道とポア
ンカレ断面の交点 xγ0 は (3)式を満たすので，次式が
成立する．

xγ0 = ϕ(T,xγ0 ,p) (9)

また xγ0 は Σ上の点であることから

σ(xγ0) = 0 (10)

が成立する．また，(7)式の x(t)は周期解なので

x(t) = ϕ(t,xγ0 ,p) (11)

と書け，このとき (7)式は次の様に書くことができる．

Ev(ϕ(tev,xγ0 ,p),p) = 0 (12)

ここで，パラメータ pが∆pだけ変化し p+∆pと
なったとする．このとき周期軌道 γ は，周期状態を維
持したままポアンカレ断面 Σとの交点 xγ0 と周期 T，
および事象が起こる時刻 tev がそれぞれ

xγ0 +∆xγ0

T +∆T

tev +∆tev

と変化したとする．すなわち次式が成立するとする．

xγ0 +∆xγ0 = ϕ(T +∆T,xγ0 +∆xγ0 ,p+∆p) (13)

また事象が起こる時刻が満たす (7)式はこの変化によ
り，次のようになる．

Ev(ϕ(tev +∆tev,xγ0 +∆xγ0 ,p+∆p),p+∆p) = 0
(14)

さらに xγ0 +∆xγ0 は Σ上の点なので (10)式より次式
が成立する．

σ(xγ0 +∆xγ0) = 0 (15)

ここで，(13)式の右辺，(14)式の左辺，および (15)式
の左辺をテーラー展開し，それぞれ (9)式，(12)式，お
よび (10)式を用いることにより得られる式において，
∆xγ0 , ∆T と∆tevを未知数と考えて整理すると，最終
的に次ページの (16)式が得られる 6)．なお，(16)式の左
辺における Ev(x(tev),p)はすべて Ev(ϕ(tev,xγ0 ,p),p)
と書くべきであるが，スペースの関係でこのように略
記している．以後もこのように略記する．

ここで記述の簡単のため，(16)式の左辺の係数行列
を S，右辺第 1項の係数行列を V として (16)式を次
のように表す．

S

∆xγ0
∆T
∆tev

 = V ∆p+O(∆2) (17)

この方程式を解くことにより，次式が得られる．∆xγ0
∆T
∆tev

 = S−1V ∆p+O(∆2) (18)

これより感度が次の様に求まる．

∂xγ0j
∂pi

=
{
S−1V の j 行 i列要素

}
∂T

∂pi
=
{
S−1V の (n+ 1)行 i列要素

}
∂tev
∂pi

=
{
S−1V の (n+ 2)行 i列要素

}
これが求めるべき感度の表現である．この表現に基づ
いてこれらの感度を求めるためには，行列 Sおよび V
の各要素を求める必要があり，これらをいかに精度よ
く，かつ効率よく計算するかが問題となる．次項では
これらを計算するアルゴリズムを説明する．

3.2 感度計算アルゴリズム

3.2.1 周期解の求解法

前項で導いた (18)式の行列 S および V を求めるた
めには，まず周期軌道 γ を求める必要がある．ここで
は，計算効率と精度を考慮した周期解の求解法につい
て説明する．
(9)式と (10)式は xγ0 と T に関する代数方程式とと

らえることができるので，y = [x′
γ0 T ]

′ とおき

F (y) = 0

なる代数方程式を考える．ただし

F (y) =

[
xγ0 − ϕ(T,xγ0 ,p)

σ(xγ0)

]
(19)

で，A′(x′)は行列A(ベクトル x) の転置行列（ベクト
ル）である．この代数方程式をニュートン法で解くこ
とにするとその反復計算式は次の様に表される．

yi+1 = yi −DF (yi)−1F (yi) (20)

ただしDF (y)はF (y)の yに関するヤコビ行列で，次
のように表される．

DF (y) =

[
I − ∂

∂x0
ϕ(T,xγ0 ,p) − ∂

∂tϕ(T,xγ0 ,p)
∂
∂xσ(xγ0) 0

]
(21)

(20)式のニュートン法の反復計算において F (yi)およ
びDF (yi)を適切に計算する必要がある．
F (yi)の第 1項ϕ(T i,xiγ0 ,p)は，初期条件を x(0) =

xiγ0 とし (1)式を t = 0から t = T i まで解くことによ
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 I − ∂
∂x0

ϕ(T,xγ0 ,p) − ∂
∂tϕ(T,xγ0 ,p) 0

∂
∂xEv(x(tev),p)

∂
∂x0

ϕ(tev,xγ0 ,p) 0 ∂
∂xEv(x(tev),p)

∂
∂pϕ(tev,xγ0 ,p)

∂
∂xσ(xγ0) 0 0

∆xγ0
∆T
∆tev



=


∂
∂pϕ(T,xγ0 ,p)

− ∂
∂xEv(x(tev),p)

∂
∂pϕ(tev,xγ0 ,p)−

∂
∂pEv(x(tev),p)

0

∆p+O(∆2) (16)

り得られる．第 2項 σ(xiγ0)は，ポアンカレ断面の (8)
式は既知としているので計算できる．
ヤコビ行列 DF (yi) の (1, 1) ブロックの中の
∂
∂x0

ϕ(T i,xiγ0 ,p)は，次のように計算できる．(2)式の
両辺を x0 で微分すると，

∂

∂x0
ϕ(t,x0,p)

=

∫ t

0

∂

∂x
f(ϕ(τ,x0,p),p)

∂

∂x0
ϕ(τ,x0,p)dτ (22)

が得られる．zx0(t) =
∂
∂x0

ϕ(t,x0,p) とおくと zx0(t)
は次式を満たすことが容易にわかる．

d

dt
zx0(t) =

∂

∂x
f(ϕ(t,x0,p),p)zx0(t), zx0(0) = I

(23)
ここで，Iは単位行列である．従って ∂

∂x0
ϕ(T i,xiγ0 ,p)

は，感度方程式と呼ばれる (23)式の微分方程式を，t = 0
から t = T iまで解いたときの解 zx0(T

i)として求まる．
一方，随伴方程式を導入して求める方法は，以下の

ようになる 5)．(23)式の感度方程式に対する随伴方程
式は次式で与えられる．

d

dτ
ẑx0(τ) = Df ′ · ẑx0(τ), ẑx0(0) = ej ,

j = 1, 2, · · · , n (24)

ここで，Df = ∂
∂xf(ϕ(t,xγ0 ,p),p)，τ = T i−tである．

(24)式を解いて得られる ẑx0より，
∂
∂x0

ϕ(T i,xiγ0 ,p)は
次式により求まる 5)．{

zx0i(T
i)
}
j
= {ẑx0(0)}i (25)

ここで {yw}j はベクトル yw の第 j 要素である．
またヤコビ行列 DF (yi) の (1, 2) ブロックの

∂
∂T ϕ(T

i,xiγ0 ,p)は, (2)式において t = T とした式の
両辺を tで微分することにより

∂

∂t
ϕ(T i,xiγ0 ,p) = f(ϕ(T i,xiγ0 ,p))

が得られ，この式の右辺を計算することにより求まる．
以上により (20)式のニュートン法の反復計算を進め

ることができ，ニュートン法が収束すると，ポアンカ
レ断面と周期軌道の交点 xγ0 と周期 T，および周期軌
道 ϕ(t,xγ0 ,p), 0 ≤ t ≤ T が求まることになる．
なお，以上で説明した周期解の求解法は，安定なリ

ミットサイクルだけでなく，たとえばカオスに埋め込
まれた不安定なリミットサイクルも求められる方法と
なっている 9)．

3.2.2 行列 S と V の要素の計算法
行列SとV の各要素も，対象とするシステムに対し

て初期状態 x0に対する感度方程式およびパラメータ p
に対する感度方程式を導くことにより，あるいはそれ
らに対して随伴方程式を導くことによってその計算法
を導出することができる 6)．ここでは，その一例とし
て ∂

∂pϕ(tev,xγ0 ,p) と
∂
∂pϕ(T,xγ0 ,p) を，随伴方程式

を用いて計算する方法を説明する．まず事象が起こる
時刻 tevを求める必要がある．これは次のようにして求
める．すなわち，前項で説明したニュートン法により求
まったポアンカレ断面と周期軌道の交点 xγ0 を初期状
態として (1)式を解くことにより周期軌道 ϕ(t,xγ0 ,p)
が求まるので，これが (7)式を満足する時刻として事
象が発生する時刻 tevが求まる．この時刻 tevと周期 T
を用いて ∂

∂pϕ(tev,xγ0 ,p)と
∂
∂pϕ(T,xγ0 ,p) は以下の

ように求めることができる．
まず， ∂

∂pϕ(T,xγ0 ,p)を求める方法を示す．zp(t) =
∂
∂pϕ(t,xγ0 ,p)とおくと，感度方程式

d

dt
zp(t) =

∂

∂x
f(ϕ(t,xγ0 ,p),p)zp(t)

+
∂

∂p
f(ϕ(t,xγ0 ,p), zp(0) = 0 (26)

を導くことがでる 6)．0 ≤ tev ≤ T が成り立つの
で，この感度方程式 (26) を時刻 T まで解くことで
∂
∂pϕ(tev,xγ0 ,p)と

∂
∂pϕ(T,xγ0 ,p) の値が求められる．

一方，随伴方程式を導入して求める場合は以下の様
になる 5)．新たな変数 ẑp を導入し，(26)式の両辺と
内積をとり，さらに，新たな変数 ûp を導入して両辺
に < zpi , ûp >を加える．このとき

d
dt < zpi , ẑp >=<

d
dtzpi , ẑp > + < zpi ,

d
dt ẑp >が成り立つことと< Df ·

zpi , ẑp >=< zpi , Df ′ · ẑp > が成り立つことに注意す
ると，最終的に次式が得られる．

< zpi ,
d

dt
ẑp +Df ′ · ẑp + ûp >

=< zpi , ûp > − <
∂

∂pi
f , ẑp > +

d

dt
< zpi , ẑp >

(27)

ここで (27)式の左辺に着目し

d

dt
ẑp = −Df ′ · ẑp − ûp (28)

とおき，さらに ẑp(T ) = 0，ûp(t) = ejδ(T )とおき，
zpi(0) = 0が成り立つことに注意して両辺を (0, T )の
区間で積分することで次式を導くことができる．

{zpi(T )}j =
∫ T

0

<
∂

∂pi
f , ẑp > dt (29)
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(28)式において τ = T − tとおき，入力にあたる部分
ejδ(0)は ẑp(τ)に初期値を設定することと等価である
ことに注意すると， ∂

∂pϕ(T,xγ0 ,p)を求めるための随
伴方程式は，以下の様になる．

d

dτ
ẑp(τ) = Df ′ · ẑp(τ), ẑp(0) = ej , j = 1, 2, · · · , n

(30)
よって，随伴方程式は zpi(i = 1, 2, · · · , p)に対しすべ
て同じである．さらに (24)式の随伴方程式と同じであ
ることから，ニュートン法が収束したときに求められ
た zx0(τ), 0 ≤ τ ≤ T を用いて (29)式の積分を行えば
よい．
同様にして，随伴方程式を導入して ∂

∂pϕ(tev,xγ0 ,p)

を求めることができる．このときの随伴方程式は (30)
式と同じであるが，時刻 τ の定義が異なることに注意
する必要がある．すなわち，τ = tev − tと定義され，
τ = 0，すなわち t = tev のときの ẑp(0)を ẑp(0) = ej
とおいて随伴方程式 (30)を解き，その解 ẑp を用いて
次式を計算することで求められる．

{zpi(tev)}j =
∫ tev

0

<
∂

∂pi
f , ẑp > dt (31)

3.3 方法の比較

感度方程式に基づく方法では， ∂
∂x0

ϕ(tev,xγ0 ,p)と
∂
∂x0

ϕ(T,xγ0 ,p) を求めるために，(23) 式の n 次元の
感度方程式を t = 0 から t = T まで n 回解き，
∂
∂pϕ(tev,xγ0 ,p) と

∂
∂pϕ(T,xγ0 ,p) を求めるために，

(26)式の n次元の感度方程式を t = 0から t = T まで
p回解く．
一方，随伴方程式に基づく方法では， ∂

∂x0
ϕ(T,xγ0 ,p)

と ∂
∂pϕ(T,xγ0 ,p)を求めるために，τ = T − tとおい

て (24)式の n次元の随伴方程式を n回解き，(29)式
の積分を n × p回行う．さらに， ∂

∂x0
ϕ(tev,xγ0 ,p)と

∂
∂pϕ(tev,xγ0 ,p)を求めるために，τ = tev − tとおい
て (24)式の n次元の随伴方程式を n回解き，(31)式
の積分を n× p回行う．
以上のことから，積分を行うことと微分方程式を解

くことは本質的に同じであることを考慮すると，随伴
方程式に基づく方法の計算量は感度方程式に基づく方
法のそれの 2倍程度である．
感度方程式を解く際，対象のシステムの解ϕ(t,xγ0 ,p)

が必要となるが，システムの方程式とこの感度方程式
は連立して同時に解くことができる．一方，随伴方程
式を解く際も対象のシステムの解ϕ(t,xγ0 ,p)が必要と
なるが，随伴方程式は時刻 T から 0へ，あるいは時刻
tev から 0へ解くことから，システムの解 ϕ(t,xγ0 ,p)
を保存しておく必要がある．

4 感度の計算例
本節では，感度方程式に基づく方法と随伴方程式に

基づく方法とでそれぞれ位相感度と周期感度を求めた
計算例を示す．最初の例は，その感度を解析的に求め
ることができる２次のシステムを対象とし，提案法の
精度を厳密に評価する．次の例は，Rössler Systemと
呼ばれるそのパラメータの値によってカオスを発生す
るシステムを対象とする．このシステムの安定なリミッ

トサイクル，およびカオスアトラクターに埋め込まれ
た不安定なリミットサイクルを対象として提案法を用
いて感度解析を行う．最後に，生体システムの代表的
なリズム現象の一つである概日リズムのモデルに対し
提案法を適用する．なお，最初の例以外はその感度が
解析的には求められないので，差分近似によって求め
た感度と提案法の結果と比較することによりその性能
を評価する．

4.1 位相感度が解析的に求められる例

次の二次のシステムを対象とする．

{
d
dtx1(t) = p2x1(t)− p1x2(t)− (x21(t) + x22(t))x1(t)
d
dtx2(t) = p1x1(t) + p2x2(t)− (x21(t) + x22(t))x2(t)

(32)
ここでのパラメータは p = [p1 p2]

′ であり，これらを
p = [1.0 1.0]′と与えることにする．このシステムは解
析解を求めることができ，p1 ̸= 0, p2 > 0のとすると，
x0 = [

√
p2 0]′ を初期状態とする解は

{
ϕ1(t,x0,p) =

√
p2 cos(p1t)

ϕ2(t,x0,p) =
√
p2 sin(p1t)

(33)

と表され，周期 2π
p1
の周期解となる．ここでは，周期

軌道において初期状態 x0 = [
√
p2 0]′ を位相を測る

基準として，すなわちこの点を位相 0として位相感度
を求める．位相を求める事象として，x1(t) = −

√
p2
2

となる事象，および d
dtx2(t) = 0となる事象とし，す

なわち Ev1(x,p) = x1(t) +
√

p2
2 ，および Ev2(x,p) =

p1x1(t) + p2x2(t)− (x21(t) + x22(t))x2(t)とし，それぞ
れの事象の起こる時刻を tev1，tev2，またそれらの位
相を θ1，θ2 とする．ここでは，このときの位相感度
∂θ1
∂p , ∂θ2∂p を求める．この場合，事象の起こる時刻，お
よびその位相は解析的に求めることができ，それぞれ，
tev1 = 3π

4p1
，tev2 = π

2p1
，θ1 = 3π

4 ，θ2 = π
2 と求まる．

これらより，周期感度は ∂T
∂p =

[
− 2π
p21

0
]′
，tev1 の p

に関する感度は ∂tev1

∂p =
[
− 3π

4p21
0
]′
，tev2 の p に関

する感度は ∂tev2

∂p =
[
− π

2p21
0
]′
，位相感度はそれぞれ

∂θ1
∂p =

[
0 0

]′
，∂θ2

∂p =
[
0 0

]′
と求まる．

以上のように解析解が求まる例に対し，提案法を次
のように適用し感度を求めた．まず，ポアンカレ断面
Σを σ(x) = x2 = 0として 3.2.1項で説明した方法に
より周期軌道のポアンカレ断面 Σとの交点 xγ0 と周期
T を求めると，xγ0 = [1.00000 0.00000]′，T = 6.28319
と得られ，また，tev1 = 2.35619,tev2 = 1.57080と得
られた．Table 1 に，これらに対し提案法を適用し感
度を求めた結果と解析的に得られた真値を示す．この
Tableより，提案法で求めた感度の値はそれらの真値
と一致しており，提案法で正しく感度が求めらること
がわかる．
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Table 1: Values of sensitivities for the periodic orbit
of (33) obtained by using the proposed method and
their true values
Sensi-
tivities

Obtained values True
values

Sensitivity Adjoint
equations equations

∂T
∂p1

−6.28319 −6.28319 −2π
∂T
∂p2

5.37288 × 10−8 −1.98213 × 10−11 0
∂tev1
∂p1

−2.35619 −2.35619 − 3π
4

∂tev1
∂p2

2.50500 × 10−9 −1.54378 × 10−9 0
∂tev2
∂p1

−1.57080 −1.57080 −π
2

∂tev2
∂p2

2.03079 × 10−9 −2.78651 × 10−9 0
∂θ1
∂p1

−1.31744 × 10−8 3.45821 × 10−8 0
∂θ1
∂p2

−5.26239 × 10−9 −1.54342 × 10−9 0
∂θ1
∂p1

−1.30390 × 10−7 2.38635 × 10−7 0
∂θ1
∂p2

−1.14014 × 10−8 −2.78627 × 10−8 0

4.2 安定なリミットサイクルの例
Rössler Systemと呼ばれる次式で表されるシステム

10) を対象とする．
d
dtx1(t) = −x2(t)− x3(t)
d
dtx2(t) = x1(t) + p1x2(t)
d
dtx3(t) = p2 + x3(t)(x1(t)− p3)

(34)

このシステムは，パラメータ p = [p1 p2 p3]
′ の値によ

り，カオスを発生することが知られている 10)．ここで
はまずこのシステムの安定なリミットサイクルを対象
とする．パラメータ p を p = [0.2 0.2 2.6]′ とし，ポ
アンカレ断面 Σ を σ(x) = x3 − 1.0 = 0 とし，3.2.1
項で説明した方法により，周期軌道のポアンカレ断面
Σとの交点 xγ0 と周期 T を求めると，それぞれ xγ0 =
[4.893635 − 0.8806169 1.000000]′, T = 5.755597と得
られた．Fig. 1 に求められた周期解軌道を示す．また，
このときに得られたヤコビ行列Dϕ(T,xγ ,p)は，

Dϕ =

0.5442572 0.8590171 −1.646925
0.9554855 −0.05122281 2.034469
1.007236 0.7306589 −0.3340546


で，その固有値は，[1.000000, −2.663039 × 10−6,
−0.8410176]であった．したがって，求められた周期解
は安定なリミットサイクルであると判別できる．このリ
ミットサイクルを対象として，軌道がx2 = 2.0となると
いう事象が生じるとき，すなわち Ev1(x,p) = x2 − 2.0
としたとき，および d

dtx2(t) = 0となるという事象が
生じるとき，すなわち Ev2(x,p) = x1(t) + p1x2(t)と
したときの位相のパラメータ感度 ∂θ1

∂p および
∂θ2
∂p を

提案法により求めることにする．なお，tev1, θ1，tev2,
θ2 はそれぞれ，tev1 = 0.8496555, θ1 = 0.9275393,
tev2 = 1.343512, θ2 = 1.466666 と得られた．またこれ
らの感度を解析的に求めるのは困難であるので，提案
法の結果の妥当性を検証するために，差分近似により
求めた感度と比較することにする．pi,i = 1, 2, 3をそ
れぞれ∆pi = 0.001だけ変化させたときの周期 T̃ とポ
アンカレ断面との交点 x̃γ0 を 3.2.1項で説明した方法
で求め，変化後の周期軌道 γ̃を求める．これより γ̃ の
位相 θ̃j , j = 1, 2を求め，それらの値を基にして，次式
で位相感度の近似値 ∆θj

∆pi
, j = 1, 2を求める．

∆θj
∆pi

=
θ̃j − θj
∆pi

, i = 1, 2, 3, j = 1, 2 (35)
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Fig. 1: Obtained stable limit cycle of Rössler system
(34).

Table 2: Values of sensitivities of stable limit cycle
obtained by the using proposed method and the dif-
ference method

Sensi-
tivities

Obtained values
Sensitivity Adjoint Deffernce
equations equations method

∂T
∂p1

−2.63884 −2.63884 −2.63678
∂T
∂p2

0.991910 0.991910 0.989833
∂T
∂p3

0.0644745 0.0644745 0.0644700
∂tev1
∂p1

0.928815 0.928815 0.920609
∂tev1
∂p2

0.162657 0.162657 0.161540
∂tev1
∂p3

0.154795 0.154795 0.154752
∂tev2
∂p1

0.325562 0.325562 0.318881
∂tev2
∂p2

1.06763 1.06763 1.06561
∂tev2
∂p3

0.0695680 0.0695680 0.069558
∂θ1
∂p1

1.43921 1.43921 1.43058
∂θ1
∂p2

0.0177167 0.0177167 0.0168287
∂θ1
∂p3

0.158594 0.158594 0.158547
∂θ2
∂p1

1.02784 1.02784 1.02050
∂θ2
∂p2

0.912734 0.912734 0.910900
∂θ2
∂p3

0.0595153 0.0595153 0.059505

事象の起こる時刻に対する感度など他の感度の近似値
も同様に求める．Table 2 に，以上により求められた
結果を示す．この結果より，提案法により適切に感度
が求められていることが分かる．

4.3 不安定なリミットサイクルの例

先にも述べたように，(34)式で表されるRössler Sys-
temはカオスを発生することがある．たとえばパラメー
タ pを p = [0.2 0.2 5.8]′とすると，システムは Fig. 2
に示すようなカオスアトラクターをもつ．ここでは，こ
のカオスアトラクターに埋め込まれている不安定なリ
ミットサイクルを対象とする．そこで，3.2.1項で説明
した方法で不安定なリミットサイクルを求める．ポア
ンカレ断面を σ(x) = x1 − 7.0 = 0とすると，リミッ
トサイクルとポアンカレ断面との交点 xγ0 と周期 T
の値がそれぞれ xγ0 = [7.000000 3.245391 7.073312]′,
T = 5.883814857 のように得られた．得られたリミッ
トサイクルを Fig. 3に示す．また，このときに得られ
たヤコビ行列Dϕ(T,xγ ,p)は，

Dϕ =

 −0.4955839 −1.771688 −0.2164725
−0.04617354 0.5178315 0.3696711
3.666980 7.742870 −1.461715
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Fig. 2: Chaos attracter of Rössler system (34).
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Fig. 3: Obtained unstable limit cycle embedded in the
chaos atracter of Fig. 2.

で，その固有値は，−2.439468, 3.647235 × 10−12,
1.000000 であり，得られたリミットサイクルは不安定
であることがわかる．このリミットサイクルを対象と
して，軌道が x3(t)− 7.0 = 0となるという事象が生じ
るとき，すなわち Ev1(x,p) = x3(t)− 7.0としたとき，
および d

dtx3(t) = 0となるという事象が生じるとき，す
なわち Ev2(x,p) = p2 + x3(t)(x1(t) − p3)としたとき
の位相 θ1, θ2 のパラメータ感度 ∂θ1

∂p および
∂θ2
∂p を求め

ることにする．なお，tev1, tev2，θ1，θ2 はぞれぞれ，
tev1 = 0.2274579, tev2 = 0.1108945，θ1 = 0.2428969，
θ2 = 0.1184216と得られた．Table 3に，提案法によっ
て求められた感度の値と，差分近似により得られた感
度の値を示す．この Tableより，提案法により適切に
感度が求められていることが分かる．

4.4 ショウジョウバエの概日リズムの例
ここでは，生体システムの概日リズムの研究でよく

とりあげられている次式で表されるショウジョウバエ
の概日リズムを対象とする 11)．

d
dtx1(t) = p1

1+
(

x2(t)(1−q)
2p8

)2 − p2x1(t)

d
dtx2(t) = p3x1(t)− (p4q+p5)x2(t)

p9+x2(t)
− p6x2(t)

q = 2

1+
√

1+8p7x2(t)

(36)

このシステムは，パラメータを p=[p1 p2 p3 p4 p5 p6
p7 p8 p9]

′ = [1 0.1 0.5 10 0.03 0.1 200 0.1 0.05]′ とし
たとき，約 24時間の周期軌道をもつ．ポアンカレ断面
を σ(x) = x2(t) − 2.0 = 0 とし，3.2.1項で説明した

Table 3: Values of sensitivities of unstable limit cycle
obtained by using the proposed method and difference
method

Sensi-
tivities

Obtained values
Sensitivity Adjoint Deffernce
equations equations method

∂T
∂p1

−1.55353 −1.55353 −1.55069
∂T
∂p2

0.527629 0.527628 0.526560
∂T
∂p3

0.0270276 0.270277 0.0271797
∂tev1
∂p1

3.40010 3.40010 3.32181
∂tev1
∂p2

−0.817278 −0.817277 −0.821047
∂tev1
∂p3

0.0110913 0.0110912 0.0110201
∂tev2
∂p1

−0.351816 −0.351816 −0.350368
∂tev2
∂p2

0.187190 0.187190 0.187067
∂tev2
∂p3

−0.115731 −0.115731 −0.115695
∂θ1
∂p1

3.69502 3.69502 3.61225
∂θ1
∂p2

−0.894533 −0.894532 −0.898434
∂θ1
∂p3

0.0107284 0.0107282 0.0106524
∂θ2
∂p1

−0.344429 −0.344429 −0.343030
∂θ2
∂p2

0.189276 0.189276 0.189150
∂θ2
∂p3

−0.124130 −0.124130 −0.124091
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Fig. 4: A periodic trajectory of Drosophila circadian
rhythm (36).

方法により，リミットサイクルと周期軌道のポアンカ
レ断面 Σとの交点 xγ0 と周期 T を求めると，それぞ
れ xγ0 = [2.133354 2.000000]′, T = 24.20420 と得られ
た．Fig. 4 に得られたリミットサイクルを示す．また，
このときに得られたヤコビ行列Dϕ(T,xγ ,p)は，

Dϕ =

[
1.570873 0.2316894
−3.870568 −0.5708732

]
で，その固有値は，1.000000, −3.019807 × 10−13 で
あった．したがって，求められた周期解は安定なリミッ
トサイクルであると判別できる．このリミットサイク
ルを対象として，軌道が x1(t)− 1.0 = 0となる事象が
生じるとき，すなわち Ev1(x,p) = x1(t) − 1.0とした
とき，および d

dtx1(t) = 0となるとなる事象が生じると
き，すなわち Ev2(x,p) = p1

1+
(

x2(t)(1−q)
2p8

)2 − p2x1(t)と

したときの位相 θ1, θ2のパラメータ感度 ∂θ1
∂p および

∂θ2
∂p

を求めることにする．なお，tev1, tev2，θ1，θ2はそれぞ
れ，tev1 = 7.861385, tev2 = 16.90535，θ1 = 2.040743，
θ2 = 4.388472 と得られた．Table 4 に，提案法によっ
て求められた感度の値と，差分近似により得られた感
度の値を示す．この Tableより，提案法により適切に
感度が求められていることが分かる．
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Table 4: Values of sensitivities of Drosophila circa-
dian rhythm obtained by the proposed method and
the difference method

Sensi-
tivities

Obtained values
Sensitivity Adjoint Deffernce
equations equations method

∂T
∂p1

2.53174 2.53174 2.53240
∂T
∂p2

−188.158 −188.158 −186.704
∂T
∂p3

5.06350 5.06349 5.06557
∂T
∂p4

−0.0403334 −0.0403327 −0.0402900
∂T
∂p5

−31.8281 −31.8281 −31.7915
∂T
∂p6

−90.9368 −90.9367 −90.3936
∂T
∂p7

0.00284568 0.00284567 0.00286000
∂T
∂p8

48.1462 48.1461 48.0188
∂T
∂p9

−108.381 −108.381 −107.108
∂tev1
∂p1

3.73801 3.73801 3.73589
∂tev1
∂p2

−123.513 −123.513 −122.518
∂tev1
∂p3

−13.4394 −13.4395 −13.4262
∂tev1
∂p4

0.770412 0.770412 0.770697
∂tev1
∂p5

2.15043 2.15044 2.14849
∂tev1
∂p6

−2.96962 −2.96960 −2.97969
∂tev1
∂p7

−0.0177469 −0.0177469 −0.0178720
∂tev1
∂p8

33.7797 33.7797 33.6037
∂tev1
∂p9

−79.5924 −79.5924 −79.0415
∂tev2
∂p1

5.28379 5.28379 5.28043
∂tev2
∂p2

−193.666 −193.666 −192.400
∂tev2
∂p3

10.5676 10.5676 10.5530
∂tev2
∂p4

0.162262 0.162263 0.162340
∂tev2
∂p5

−30.1974 −30.1973 −30.1747
∂tev2
∂p6

−88.2306 −88.2306 −87.7720
∂tev2
∂p7

−0.00179548 −0.00179549 −0.00181000
∂tev2
∂p8

39.1695 39.1695 38.8628
∂tev2
∂p9

−125.598 −125.598 −124.634
∂θ1
∂p1

0.756892 0.756892 0.756208
∂θ1
∂p2

−16.1986 −16.1986 −16.1877
∂θ1
∂p3

−3.91568 −3.91568 −3.91160
∂θ1
∂p4

0.203392 0.203392 0.203463
∂θ1
∂p5

3.24178 3.24178 3.24244
∂θ1
∂p6

6.89632 6.89632 6.87358
∂θ1
∂p7

−0.00484685 −0.00484685 −0.00488100
∂θ1
∂p8

4.70951 4.70951 4.66531
∂θ1
∂p9

−11.5235 −11.5235 −11.5388
∂θ2
∂p1

0.912592 0.912593 0.911506
∂θ2
∂p2

−16.1588 −16.1588 −16.2190
∂θ2
∂p3

1.82519 1.82519 1.82065
∂θ2
∂p4

0.0494347 0.0494347 0.0494460
∂θ2
∂p5

−2.06818 −2.06818 −2.07168
∂θ2
∂p6

−6.41607 −6.41607 −6.41947
∂θ2
∂p7

−0.000982042 −0.000982044 −0.000989000
∂θ2
∂p8

1.43864 1.43864 1.37938
∂θ2
∂p9

−12.9536 −12.9536 −12.9914

5 おわりに

リズム現象は，ありとあらゆるシステムにみられる
興味深い非線形現象で，その発生メカニズムを解明し，
その成果を利用してシステムの解析，設計における種々
の問題の解決を図ろうとする研究が盛んになっている．
本稿では，非線形自律システムに現れるリズム現象を
対象としてその感度解析法について議論し，特に，リ
ズムの位相および周期のパラメータに関する感度を求
める方法を提案した．そのために，システムの周期軌
道の位相の定義を与え，位相と周期に対するパラメー
タ感度の厳密な表現を導いた．また導いた表現に基づ

き感度を計算するための精度が高くかつ計算効率がよ
い計算アルゴリズムを導出した．提案した方法は，安
定なリミットサイクルの周期感度だけななく，たとえ
ばカオスアトラクターに埋め込まれた不安定なリミッ
トサイクルの周期感度も求めることできる方法となっ
ている．
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Abstract– We propose a novel Riemannian preconditioning approach for the tensor completion problem
with rank constraint. A Riemannian metric or inner product is proposed that exploits the least-squares
structure of the cost function and takes into account the structured symmetry in Tucker decomposition. The
specific metric allows to use the versatile framework of Riemannian optimization on quotient manifolds to
develop a preconditioned nonlinear conjugate gradient algorithm for the problem. Numerical comparisons
suggest that our proposed algorithm robustly outperforms state-of-the-art algorithms across different problem
instances encompassing various synthetic and real-world datasets.

Key Words: Riemannian optimization, Structured symmetry, Least-squares, Tailored Riemannian metric,
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1 Introduction
This paper addresses the problem of low-rank ten-

sor completion when the rank is a priori known or esti-
mated. Without loss of generality, we focus on 3-order
tensors. Given a tensor Xn1×n2×n3 , whose entries
X ⋆
i1,i2,i3

are only known for some indices (i1, i2, i3) ∈
Ω, where Ω is a subset of the complete set of indices
{(i1, i2, i3) : id ∈ {1, . . . , nd}, d ∈ {1, 2, 3}}, the fixed-
rank tensor completion problem is formulated as

min
X∈Rn1×n2×n3

1

|Ω|
∥PΩ(X )−PΩ(X ⋆)∥2F

subject to rank(X ) = r,

(1)

where the operator PΩ(X )i1i2i3 = Xi1i2i3 if
(i1, i2, i3) ∈ Ω and PΩ(X )i1i2i3 = 0 otherwise and
(with a slight abuse of notation) ∥ · ∥F is the Frobe-
nius norm. rank(X ) (= r = (r1, r2, r3)), called the
multilinear rank of X , is the set of the ranks of for
each of mode-d unfolding matrices. rd ≪ nd enforces
a low-rank structure. The mode is a matrix obtained
by concatenating the mode-d fibers along column and
mode-d unfolding of X is Xd ∈ Rnd×nd+1···nDn1···nd−1

for d = {1, . . . , D}.
The optimization problem (1) has many variants,

and one of those is extending the nuclear norm reg-
ularization approach from the matrix case 1) to the
tensor case. While this generalization leads to good
results 2, 3, 4), its scalabilityto large-scale instances is
not trivial, especially due to the necessity of high-
dimensional singular value decomposition computa-
tions. A different approach exploits Tucker decom-
position 5, Section 4) of a low-rank tensor X to de-

∗This work was initiated while Hiroyuki Kasai was with the
Department of Electrical and Computer Engineering, Technis-
che Universität München, Germany.

†This work was initiated while Bamdev Mishra was with
the Department of Electrical Engineering and Computer Sci-
ence, University of Liège, 4000 Liège, Belgium and was visiting
the Department of Engineering (Control Group), University of
Cambridge, Cambridge, UK.

velop large-scale algorithms for (1), e.g., in 6, 7). The
present paper exploits both the symmetry present in
Tucker decomposition and the least-squares structure
of the cost function of (1) by using the concept of pre-
conditioning. While preconditioning in unconstrained
optimization is well studied 8, Chapter 5), precondition-
ing on constraints with symmetries, owing to non-
uniqueness of Tucker decomposition 5, Section 4.3), is
not straightforward. We build upon the recent work
9) that suggests to use Riemannian preconditioning
with a tailored metric (inner product) in the Rie-
mannian optimization framework on quotient mani-
folds 10, 11, 12). Our proposed preconditioned nonlin-
ear conjugate gradient algorithm is implemented in
the Matlab toolbox Manopt 13) and it outperforms
state-of-the-art methods. In the supplementary ma-
terial section, we show concrete mathematical deriva-
tions and additional numerical comparisons. We also
provide a generic Manopt factory (a manifold descrip-
tion Matlab file) with additional support for second-
order implementations, e.g., the trust-region method.

2 Exploiting the problem
structure

We focus on the two fundamental structures present
in (1): symmetry in the constraints, and the least-
squares structure of the cost function. Finally, a novel
metric is proposed.

The quotient and least-squares structures.
The Tucker decomposition of a tensorX ∈ Rn1×n2×n3

of rank r (=(r1, r2, r3)) is 5, Section 4.1) X =
G×1U1×2U2×3U3, where Ud ∈ St(rd, nd) for d ∈
{1, 2, 3} belongs to the Stiefel manifold of matrices
of size nd × rd with orthogonal columns and G ∈
Rr1×r2×r3 . Here, W×dV ∈ Rn1×···nd−1×m×nd+1×···nN

computes the d-mode product of a tensor W ∈
Rn1×···×nN and a matrix V ∈ Rm×nd . Tucker
decomposition is not unique as X remains un-
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changed under the transformation (U1,U2,U3,G) 7→
(U1O1,U2O2,U3O3,G×1O

T
1×2O

T
2×3O

T
3 ) for all

Od ∈ O(rd), which is the set of orthogonal ma-
trices of size of rd × rd. The classical remedy
to remove this indeterminacy is to have additional
structures on G like sparsity or restricted orthogo-
nal rotations 5, Section 4.3). In contrast, we encode
the transformation in an abstract search space of
equivalence classes, defined as, [(U1,U2,U3,G)] :=
{(U1O1,U2O2,U3O3,G×1O

T
1×2O

T
2×3O

T
3 ) : Od ∈

O(rd)}. The set of equivalence classes is the quotient
manifold 14, Theorem 9.16)

M/∼ := M/(O(r1)×O(r2)×O(r3)), (2)

where M is called the total space (computational
space) that is the product space M := St(r1, n1) ×
St(r2, n2)× St(r3, n3)×Rr1×r2×r3 . Due to the invari-
ance of the Tucker decomposition, the local minima of
(1) in M are not isolated, but they become isolated
on M/ ∼. Consequently, the problem (1) is an op-
timization problem on a quotient manifold for which
systematic procedures are proposed in 10, 11, 12) by en-
dowingM/∼ with a Riemannian structure. We call
M/∼ the Tucker manifold.
Another structure that is present in (1) is the least-

squares structure of the cost function. A way to
exploit it is to endow the search space with a met-
ric (inner product) induced by the Hessian of the
cost function 8). This induced metric (or its ap-
proximation) resolves convergence issues of first-order
optimization algorithms. Specifically for the case of
quadratic optimization with rank constraint (matrix
case), Mishra and Sepulchre 9, Section 5) propose a fam-
ily of Riemannian metrics from the Hessian of the
cost function. Since applying this approach directly
for (1) is computationally costly, we consider a sim-
plified cost function by assuming that Ω contains
the full set of indices, i.e., we focus on ∥X − X ⋆∥2F
to propose a metric candidate. A good candidate
is by considering only the block diagonal elements
of the Hessian of ∥X − X ⋆∥2F . It should empha-
sized that the cost function ∥X − X ⋆∥2F is convex
and quadratic in X . Consequently, it is also con-
vex and quadratic in the arguments (U1,U2,U3,G)
individually. The block diagonal approximation of
the Hessian of ∥X − X ⋆∥2F in (U1,U2,U3,G) is
((G1G

T
1 )⊗In1

, (G2G
T
2 )⊗In2

, (G3G
T
3 )⊗In3

, Ir1r2r3),
whereGd is the mode-d unfolding of G and is assumed
to be full rank. The terms GdG

T
d for d ∈ {1, 2, 3}

are positive definite when r1 ≤ r2r3, r2 ≤ r1r3, and
r3 ≤ r1r2.
A novel Riemannian metric and its moti-

vation. An element x in the total space M has
the matrix representation (U1,U2,U3,G). Conse-
quently, the tangent space TxM is the Cartesian prod-
uct of the tangent spaces of the individual mani-
folds, i.e., TxM has the matrix characterization 12)

TxM = {(ZU1 ,ZU2 ,ZU3 ,ZG) ∈ Rn1×r1 × Rn2×r2 ×

Rn3×r3 × Rr1×r2×r3 : UT
d ZUd

+ ZTUd
Ud = 0, for d ∈

{1, 2, 3}}. The earlier discussion on symmetry and
least-squares structure leads to the novel metric gx :
TxM× TxM→ R

gx(ξx, ηx) = ⟨ξU1 , ηU1(G1G
T
1 )⟩+ ⟨ξU2 , ηU2(G2G

T
2 )⟩

+⟨ξU3
, ηU3

(G3G
T
3 )⟩+ ⟨ξG , ηG⟩,

(3)
where ξx, ηx ∈ TxM are tangent vectors with
matrix characterizations, (ξU1 , ξU2 , ξU3 , ξG) and
(ηU1 , ηU2 , ηU3 , ηG), respectively and ⟨·, ·⟩ is the Eu-
clidean inner product. As contrasts to the classical
Euclidean metric, the metric (3) scales the level sets
of the cost function on the search space that leads a
preconditioning effect on the algorithms developed on
the Tucker manifold.

3 Notions of optimization on
quotient manifolds

Each point on a quotient manifold represents an
entire equivalence class of matrices in the total space.
Abstract geometric objects on a quotient manifold call
for matrix representatives in the total space. Sim-
ilarly, algorithms are run in the total space M, but
under appropriate compatibility between the Rieman-
nian structure ofM and the Riemannian structure of
the quotient manifold M/∼, they define algorithms
on the quotient manifold. Once we endowM/∼ with
a Riemannian structure, the constraint optimization
problem (1) is conceptually transformed into an un-
constrained optimization over the Riemannian quo-
tient manifold (2). Figure 1 illustrates a schematic
view of optimization with equivalence classes, where
the points x and y inM belong to the same equiva-
lence class (shown in solid blue color) and they rep-
resent a single point [x] := {y ∈ M : y ∼ x} on the
quotient manifoldM/∼. The abstract tangent space
T[x](M/∼) at [x] ∈M/∼ has the matrix representa-
tion in TxM, but restricted to the directions that do
not induce a displacement along the equivalence class
[x]. This is realized by decomposing TxM into two
complementary subspaces. The vertical space Vx is
the tangent space of the equivalence class [x]. On the
other hand, the horizontal space Hx is the orthogonal
subspace to Vx, i.e., TxM = Vx ⊕ Hx. The horizon-

y

x

x+

Vx
Hx

TxM = Hx ⊕ VxM

[x] T[x](M/ ∼)
ξ[x]

[x+] [Rx(ξx)]
M/∼

ξx

Rx(ξx)

Fig. 1: Riemannian optimization framework.
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Table 1: Ingredients to implement an off-the-shelf conjugate gradient algorithm for (1).

Vertical tangent {(U1Ω1,U2Ω2,U3Ω3,−(G×1Ω1 + G×2Ω2 + G×3Ω3)) :
vectors in Vx Ωd ∈ Rrd×rd ,ΩT

d = −Ωd, for d ∈ {1, 2, 3}}
Horizontal tangent {(ζU1

, ζU2
, ζU3

, ζG) ∈ TxM :

vectors in Hx (GdG
T
d )ζ

T
Ud

Ud + ζGd
GT
d is symmetric, for d ∈ {1, 2, 3}}

Ψ(·) projects an ambient (YU1 −U1SU1(G1G
T
1 )

−1,YU2 −U2SU2(G2G
T
2 )

−1,

vector (YU1 ,YU2 ,YU3 ,YG) YU3 −U3SU3(G3G
T
3 )

−1,YG), where SUd
for d ∈ {1, 2, 3} are

onto TxM solutions to SUd
GdG

T
d +GdG

T
d SUd

= GdG
T
d (Y

T
Ud

Ud +UT
dYUd

)GdG
T
d

Π(·) projects a tangent (ξU1 −U1Ω1, ξU2 −U2Ω2, ξU3 −U3Ω3,
vector ξ onto Hx ξG − (−(G×1Ω1 + G×2Ω2 + G×3Ω3))), where Ωd

are solutions to particular coupled Lyapunov equations.

egradxf (S1(U3 ⊗U2)G
T
1 (G1G

T
1 )

−1,S2(U3 ⊗U1)G
T
2 (G2G

T
2 )

−1,

S3(U2 ⊗U1)G
T
3 (G3G

T
3 )

−1,S ×1 U
T
1 ×2 U

T
2 ×3 U

T
3 )×3 U

T
3 ),

where S = 2
|Ω| (PΩ(G×1U1×2U2×3U3)−PΩ(X ⋆)).

tal subspace provides a valid matrix representation to
the abstract tangent space T[x](M/∼) 10, Section 3.5.8).
An abstract tangent vector ξ[x] ∈ T[x](M/∼) at [x]
has a unique element ξx ∈ Hx that is called its hori-
zontal lift. Endowed with the Riemannian metric (3),
the quotient manifold M/ ∼ is a Riemannian sub-
mersion ofM. The submersion principle then allows
to work out concrete matrix representations of ab-
stract object onM/∼. Particularly, starting from an
arbitrary matrix (with appropriate dimensions), two
linear projections are needed: the first projection Ψx
is onto the tangent space TxM, while the second pro-
jection Πx is onto the horizontal subspace Hx. Their
formulas are shown in Table 1. The computation cost
of these projections is O(n1r

2
1 + n2r

2
2 + n3r

2
3).

Finally, we propose a Riemannian nonlinear con-
jugate gradient algorithm for (1) that scales well to
large-scale instances. Specifically, we use the con-
jugate gradient implementation of Manopt with the
ingredients described in Table 1. The convergence
analysis of this method follows from 15, 16, 10). If
f(X ) = ∥PΩ(X )−PΩ(X ⋆)∥2F /|Ω|, then the Rieman-
nian gradient gradxf , which has the matrix character-
ization Ψ(egradxf), where egradxf is the Euclidean
gradient of f . We show a way to compute a step-size
guess effectively. The total computational cost per
iteration of our proposed algorithm is O(|Ω|r1r2r3),
where |Ω| is the number of known entries.

4 Numerical comparisons
We show numerical comparisons of our proposed al-

gorithm with state-of-the-art algorithms that include
TOpt 6) and geomCG 7), for comparisons with Tucker
decomposition based algorithms, and HaLRTC 2), La-
tent 3), and Hard 4) as nuclear norm minimization al-
gorithms. All simulations are performed in Matlab on
a 2.6 GHz Intel Core i7 machine with 16 GB RAM.
For specific operations with unfoldings of S, we use
the mex interfaces that are provided in geomCG. For
large-scale instances, our algorithm is only compared
with geomCG as other algorithms cannot handle these
instances. We randomly and uniformly select known

entries based on a multiple of the dimension, called
the over-sampling (OS) ratio, to create the training
set Ω. Algorithms (and problem instances) are initial-
ized randomly, as in 7), and are stopped when either
the mean square error (MSE) on the training set Ω is
below 10−12 or the number of iterations exceeds 250.
We also evaluate the mean square error on a test set
Γ, which is different from Ω. Five runs are performed
in each scenario.

Case 1 considers synthetic small-scale tensors of
size 100×100×100, 150×150×150, and 200×200×200
and rank r = (10, 10, 10) are considered. OS is
{10, 20, 30}. Figure 2(a) shows that the convergence
behavior of our proposed algorithm is either compet-
itive or faster than the others. Next, Case 2 con-
siders large-scale tensors of size 3000 × 3000 × 3000,
5000 × 5000 × 5000, and 10000 × 10000 × 10000 and
ranks r = (5, 5, 5) and (10, 10, 10). OS is 10. Our pro-
posed algorithm outperforms geomCG in Figure 2(b).
Case 3 considers instances where the dimensions and
ranks along certain modes are different than others.
Two cases are considered. Case (3.a) considers ten-
sors size 20000 × 7000 × 7000, 30000 × 6000 × 6000,
and 40000× 5000× 5000 with rank r = (5, 5, 5). Case
(3.b) considers a tensor of size 10000× 10000× 10000
with ranks (7, 6, 6), (10, 5, 5), and (15, 4, 4). In all
the cases, the proposed algorithm converges faster
than geomCG as shown in Figure 2(c). Finally,
Case 4 considers MovieLens-10M dataset that con-
tains 10000054 ratings corresponding to 71567 users
and 10681 movies. We split the time into 7-days
wide bins results, and finally, get a tensor of size
71567× 10681× 731. The fraction of known entries is
less than 0.002%. We perform five random 80/10/10–
train/validation/test partitions. The maximum itera-
tion is set to 500. As shown in Table 2, our proposed
algorithm consistently gives lower test errors than ge-
omCG across different ranks.

5 Conclusion and future work
We have proposed a preconditioned nonlinear con-

jugate gradient algorithm for the tensor completion
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Fig. 2: Experiments on synthetic datasets.

Table 2: Case 4: test MSE on Γ and time in seconds.

MovieLens-10M Proposed geomCG

r Time MSE on Γ Time MSE on Γ

(4, 4, 4) 1748± 441 0.6762± 1.5 · 10−3 2981± 40 0.6956±　 2.8 · 10−3

(6, 6, 6) 6058± 47 0.6913± 3.3 · 10−3 6554± 655 0.7398±　 7.1 · 10−3

(8, 8, 8) 11370± 103 0.7589± 7.1 · 10−3 13853± 118 0.8955±　 3.3 · 10−2

(10, 10, 10) 32802± 52 1.0107± 2.7 · 10−2 38145± 36 1.6550±　 8.7 · 10−2

problem by exploiting the fundamental structures of
symmetry, due to non-uniqueness of Tucker decompo-
sition, and least-squares of the cost function. A novel
Riemannian metric is proposed that enables to use the
versatile Riemannian optimization framework. Nu-
merical comparisons suggest that our proposed algo-
rithm has a superior performance on different bench-
marks.
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量子回路対応ニューラルネットワークの時系列予測問題への適応
○上口大晴 松井伸之 礒川悌次郎 （兵庫県立大学）

An Application of Quantum MLP with Complex-Valued Representation to
Chaotic Time Series Prediction Problem

∗T. Ueguchi, N. Matsui and T. Isokawa (University of Hyogo)

概要 量子回路対応ニューラルネットワーク (QNN)は量子計算を導入したニューラルネットワークである．QNN
は量子ビットニューロンモデルから構成されており，その内部状態は量子ビットの重ね合わせ状態により表現さ
れる．本研究では，カオス系列の一つであるローレンツアトラクタの時系列予測問題を通して QNNの性能評価
を行い，通常の NNと比較することで QNNの有用性を示す．実験結果より，QNNは NNより高い精度で予測
することが可能であることが示された．

キーワード: 量子回路対応ニューラルネットワーク, 時系列予測

1 はじめに
近年，GoogleのDeep learning研究の成果 1)などに

端を発し，また Bigデータ時代を反映してニューラル
ネットワークなどをはじめとする様々な計算知能 (Com-
putational Intelligence)研究が勢いづいている．それ
のみならず，量子コンピュータの実用性が高まるにつ
れ，量子情報技術の実現性が高り，これらの計算知能を
量子情報科学分野へ拡張融合し，これまでにない情報
処理性能の創出をめざした研究，すなわち量子計算知
能に関する基礎および応用研究がますます進展してい
る 2)．現在では，量子ニューラルネットワーク (QNN)
や量子進化的アルゴリズム (QEA) 並びに量子粒子群
最適化法 (QPSO)など数多くの量子計算知能研究例が
文献に見られる 3)．これらは伝統的な計算手法では解
くことが困難な問題を解きうる手法として今後ますま
す期待される．そこで，本論文では，このような研究
動向に鑑みて，カオス時系列データ予測問題を困難な
問題の例として取り上げ，その予測手法としての量子
ニューラルネットワークの性能を評価する．
ニューラルネットワークによる時系列予測は以前か

ら数多く研究されその有用性が示されてきた 4)．近年
では，株価予測問題 5)や津波予測問題 6)など，カオス
的な時系列問題も議論されている 7)．しかし，カオス
データは初期値に敏感で，長期の予測が困難であり，実
用的な予測を行いうるためにはその精度の向上が不可
欠である．そのような観点から，量子ニューラルネット
ワークの例として量子回路対応ニューラルネットワー
ク 8)を用い，従来のニューラルネットワークとの性能
比較を行って性能向上手法としての量子計算知能の有
用性を探る．調査したモデルは，具体的な実用問題解
法のために複素数表示を用いて量子計算をニューラル
ネットワークに具現化し得た，著者らが提唱した初期モ
デル 9)であるが，このモデルと通常のニューラルネッ
トワークの性能差をローレンツアトラクタの予測を通
じて再吟味した結果をここでは報告する．

2 量子計算
QNNを構成する量子ビットニューロンモデルは，そ

の内部状態を量子ビットを用いて記述し，内部状態の
計算を量子計算で行う．このニューロンモデルにおい
て，量子計算は量子論理ゲートを用いて行われる．

2.1 量子ビット

量子計算では,量子ビット (qubit)と呼ばれるビット
表現を用いて計算を行う．量子ビットとは，従来的な
ビット表現の’0’，’1’に量子力学的解釈を取り入れたビッ
ト表現で，|0⟩，|1⟩と表現される．この量子ビット表現
が従来的なビット表現と異なるのは，ビットの状態を
量子状態として扱い，その重ね合わせで表現すること
である．任意の量子ビット状態 |ϕ⟩は，

|ϕ⟩ = a |0⟩+ b |1⟩ (1)

と表される．ここで a，bは確率振幅と呼ばれる複素数
であり，任意の量子ビット状態 |ϕ⟩を観測したときそ
れぞれの状態 |0⟩，|1⟩が観測される確率を示す係数で
ある．各状態が観測される確率は量子力学の確率解釈
に従い，各状態における確率振幅における確率振幅の
絶対値の平方で与えられる．よって a，bについて以下
の関係が成り立つ．

|a|2 + |b|2 = 1 (2)

式 (1)，(2)より，任意の量子ビット状態 |ϕ⟩の幾何
学的表現は次式で表される．

|ϕ⟩ = cos θ |0⟩+ eiψ sin θ |1⟩ (3)

式 (3)は Bloch球と呼ばれる球面によって表現するこ
とができる．
ここで，式 (3)で表現された量子状態を eiψ = 1と

し，|0⟩の確率振幅 aを実部に |1⟩の確率振幅 bを虚部
に対応させた複素関数表示を用いて表現する．複素関
数表示を用いて表現された量子状態は，

f(θ) = eiθ = cos θ + i sin θ (4)

と表される．ここで iは虚数単位である．

2.2 量子論理ゲート

量子回路で計算を行うために，量子論理ゲートが必
要となる．この量子論理ゲートを構成する基本量子ゲー
トには，1ビット回転ゲートと 2ビット制御NOTゲー
トがあり，この 2つのゲートを組み合わせることによっ
て任意の量子回路を実現する．
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Fig. 1: Qubit neuron model

2.2.1 1ビット回転ゲート

1ビット回転ゲートは量子状態の位相をシフトする
位相変換ゲートである．式 (4)の表現から以下に示す
積形式でこのゲートを表現する．

f(θ1 + θ2) = f(θ1)・f(θ2) (5)

2.2.2 2ビット制御NOTゲート

2ビット制御NOTを記述するためには，量子状態の
反転・無反転を表現しなければならない．そこで，反
転制御入力パラメータ γ を導入することで以下に示す
表現で実現する．

y = f
(π
2
γ + (1− 2γ)・θ

)
=

{
cos θ + i sin θ (γ = 0)
sin θ + i cos θ (γ = 1)

(6)

ここで式 (6)において，γ = 1が反転に対応し，γ = 0
が無反転に対応している 8)．

3 量子回路対応ニューラルネットワーク
量子回路対応ニューラルネットワーク (QNN)は量子

力学的効果を導入したNNである．QNNを構成する量
子ビットニューロンモデルは，2章で述べた量子回路
を用いて内部状態を計算し，その状態を複素関表示を
用いた量子位相として表現する．このモデルにおいて，
ニューロンの状態はニューロンの発火，非発火の量子
重ね合わせ状態として扱うことができる．

3.1 量子ビットニューロンモデル

Fig.1に量子状態を式 (4)の複素関数表現を用いて表
現した量子ビットニューロンモデルを示す．このモデ
ルは従来のニューロンモデルの発火，非発火を量子ビッ
トの状態 |1⟩，|0⟩に対応させたモデルである．
このモデルにおいて L個のニューロンからの入力を

受ける k番目のニューロン出力 x′k は式 (4)より

x′k = f(yk) = cos yk + i sin yk = eiyk (7)

と与えられる．また，ニューロンの内部状態 ukと k番
目のニューロンの位相入力 yk は

uk =
L∑
l=1

eiθl,k・xl − eiλk (8)

yk =
π

2
・g(δk) + {1− 2g(δk)}・arg(uk) (9)

となる．ここで，θl,kと λkはそれぞれ従来のNNの結

Fig. 2: 3-layerd network

合荷重としきい値に対応する位相パラメータ，δk は反
転度パラメータと呼ばれる位相反転の度合いを示すパ
ラメータである．また，g(・)はシグモイド関数である．

以上で与えた式 (8)，(9)は，それぞれ基本量子ゲー
トに対応している．式 (8)は 1ビット回転ゲートに対
応し，従来のニューロンモデルの特徴である空間加算
性を位相回転によって表現している．また，式 (9)は
2ビット制御NOTゲートに対応し，式 (6)における反
転制御パラメータ γ を可変にした表現となる 10)．

3.2 ネットワーク構造

Fig.1の量子ビットニューロンモデルを用いて，Fig.2
に示す入力層 {Il} (l = 1, 2,・・・, L)，中間層 {Hm}
(m = 1, 2,・・・,M)，出力層 {On} (n = 1, 2,・・・, N)
からなる 3層の階層型 NNを構成し，この NNを本研
究で扱う QNNとする．以下，各層のニューロン数 L，
M，N を用いて 3層構造のNNをL-M -N(Dn)と表現
する．Dnはニューロンに関するパラメータの自由度で
ある．

QNNでは，量子位相表現を用いて計算を行うため，
入力値を量子位相表現に変換しなければならない．よっ
て，入力層 I の l番目のニューロンに入力される入力
値 inputl は以下に示す式で位相値 yIl に変換される．

yIl =
π

2
・inputl (10)

ここで，inputl は [0, 1] の範囲の実数であり，入力値
は [0, π/2]の範囲の位相をもつ量子状態に変換される．
また，QNNの出力層 Oの n番目から得られる出力値
outputnは，量子力学の確率解釈に基づき，そのニュー
ロンの発火状態 |1⟩が観測される確率によって，

outputn = |Im(xOn )|2 (11)

と与えられる．ここで，xOn は出力層Oのn番目のニュー
ロンの出力である．

パラメータの学習アルゴリズムには，誤差逆伝播法
(BP)を使用し，評価関数として 2乗誤差関数を用いる．
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2乗誤差関数は次式で与えられる．

Etotal =
1

2

K∑
p

N∑
n

(tpn − outputn,p)2 (12)

ここで，Kは学習パターンの総数，outputn,pは p番目
の入力パターンにおける n番目のニューロンから出力
されるネットワーク出力，tpnはその出力に対応する教
師信号である．
パラメータの更新には最急降下法を用いる．パラメー

タの更新式は，

θnewl,k = θoldl,k − η
∂Etotal
∂θoldl,k

(13)

λnewk = λoldk − η
∂Etotal
∂λoldk

(14)

δnewk = δoldk − η
∂Etotal
∂δoldk

(15)

と与えられる．ここで，η は学習係数と呼ばれるパラ
メータである 10)．

4 実験
本章では，カオス系列の一つであるローレンツアト

ラクタの時系列問題を通してQNNの性能評価を行い，
通常の NNをと比較して QNNの有用性を示す．

4.1 ローレンツアトラクタ

ローレンツアトラクタはローレンツ方程式に基づい
て，状態が遷移するカオス系列モデルである．このロー
レンツ方程式は次に示す3つの微分方程式から構成され，

dx

dt
= σ(y − x) (16)

dy

dt
= x(ρ− z)− y (17)

dz

dt
= xy − βz (18)

と表現される．ここで，x，y，zは時刻 tにおけるロー
レンツアトラクタの状態を表す．また，σ，ρ，βはロー
レンツ方程式のパラメータである．
このローレンツ方程式のパラメータを特定の値に設

定することによって，この系はカオス系列になる．例え
ば，ローレンツ方程式のパラメータを σ = 10，ρ = 28，
β = 8/3に設定すと，ローレンツ方程式から得られる
系は 2つのアトラクタを有するカオス系列になる．

4.2 実験方法

ローレンツアトラクタの状態を予測するネットワー
クを，QNN，NNそれぞれについて table1に示すよう
に構成する．このとき，QNNとNNのパラメータの自
由度 Dn を同程度になるように設定する．それぞれ設
定したネットワークにおいて，時刻 t− 2，t− 1，tに
おける状態 x，y，z を入力したときに，時刻 t + 1の
状態が出力されるように学習を行う．
本実験において，ローレンツ方程式のパラメータ σ，

ρ，βを 4.1節で示した値に設定し，ローレンツアトラ
クタの初期状態を x = 1.0，y = 1.0，z = 1.0とする．
本実験に用いるデータは，時刻 t ∈ [1, 30]の範囲を微
小時間∆t = 0.01間隔で区切った，3000ステップ分の

Table 1: Structure of neural networks
QNN NN

L 9 9

M 45 49

N 3 3

Dn 636 640

Table 2: Learning results(ER = 0.1)

QNN NN

Max success rate(%) 100 100

Learning iteration 558 10660

状態とする．この状態を生成するにあたって，式 (16)，
(17)，(18)で示したローレンツ方程式をオイラー法を
解くことにより求めている．以上で得られたデータを
t ∈ [1, 20]の範囲の 2000ステップ分を学習データ，そ
れ以外の 1000ステップ分をテストデータに分割する．
また，ネットワークへの入力は，[0, 1]の範囲の実数値
でないとならないので，正規化を行ってからネットワー
クに入力する．

4.3 実験結果

まず，QNNとNNの打ち切り誤差ERを同条件に設
定して実験を行った．本実験におけるニューラルネッ
トワークの学習の収束条件は式 (12)に示した評価関数
の値が ERを下回ったときとする．また，最大学習回
数 LM を設定する．学習が設定した LM に達しても，
評価関数の値が ERを下回らなかった場合，学習が収
束しなかったとみなす．ここで学習 1回とは，学習デー
タをネットワークにすべて入力し終えたときとする．
ER = 0.1，LM = 50000に設定し，学習係数 ηを変

化させながら，100回試行時の平均学習回数と学習成
功率を調査する．この試行において，学習が収束しな
かった場合の学習回数は LM としている．実験結果を
Fig.3に示す．また，table2に最大学習成功率とそのと
きの平均学習回数を示す．ただし，table2に示す平均
学習回数は最大学習成功率の中で最小の値を示してい
る．table2より，QNNはNNに比べて非常に少ない学
習回数で学習が収束していることがわかる．また Fig.3
より，QNNは ηの値に関わらず，学習成功率 100%で
学習に成功しているのに対して，NNは η ∈ [0.035, 0.1]
の範囲で，学習成功率 100%で学習に成功しているこ
とがわかる．
Fig.4に，この場合のローレンツアトラクタの軌跡の

出力結果を示しておく．Fig.4からQNN，NNどちらも
ローレンツアトラクタの軌跡を追えていることがわか
る．しかし，精度をさらに 1/20に上げて ER = 0.005
とした場合，QNNでは 28929回で収束するが，NNで
は学習係数 ηをどのように設定しても最大学習制限の
50000回内では収束できないことがわかった．Fig.5に
示したように，QNNがローレンツアトラクタ軌跡をこ
の場合にも精度よく追従できていることがわかる．

5 まとめ
本論文では，ローレンツアトラクタの時系列問題を

通して QNNの性能を NNと比較することによって評
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(a) QNN (b) NN

Fig. 3: Learning coefficient-dependence of the learning iteration and the learning success rate
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(a) Lorenz Attractor(QNN：η = 0.05)
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(b) Lorenz Attractor(NN：η = 0.035)

Fig. 4: Output Results(ER = 0.1)

価した．その結果，QNNはNNに比べ，高速に学習が
収束し，ローレンツアトラクタの軌跡を忠実に再現で
きることが示された．以上のことにより，QNNはカオ
ス系列であるローレンツアトラクタの時系列問題に対
して有用であることがわかった．
今後の課題としては，ローレンツアトラクタ以外の

カオス系列の時系列問題に対する QNNの有用性の調
査，および量子ビットニューロンの構造の改良，およ
びそれに対応した学習アルゴリズムの開発などが挙げ
られる．
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四元数 2 部グラフ自己連想記憶の想起性能評価

○峯本俊文1 礒川悌次郎1 小林正樹2 西村治彦1 松井伸之1

（1兵庫県立大学，2山梨大学）

Performance Analysis for Quaternionic Bipartite Auto-Associative Memory

∗T. Minemoto1, T. Isokawa1, M. Kobayashi2, H. Nishimura1 and N. Matsui1
(1University of Hyogo, 2University of Yamanashi)

Abstract– Quaternionic Bipartite Auto-Associative Memory (QBAAM) is an associative memory neural
network which can store and retrieve patterns with multiple levels. A part of neurons in the network are
quaternionic neurons. These neurons can represent three kinds of discretized phases, i.e., three-dimensional
multi-level values. The rest of neurons are conventional (real-valued) neurons. We show that QBAAM
has better noise robustness than conventional Quaterninic Hopfield Associative Memory (QHAM) through
numerical simulations.
Key Words: Associative Memory, Quaternion

1 はじめに

近年， 複素数に基づいたニューラルネットワーク

(NN) に関する研究が広く行われている 1, 2)．また，複

素数よりもさらに高次元の数である四元数を NN に導

入する試みも進められている. 四元数は 4 成分からなる

超複素数であり，3 次元空間における幾何学変換を簡潔

に表現できることから，コンピュータグラフィクスや姿

勢制御などに応用されている 3)．四元数を導入した NN
は，従来型の NN と比較して，3 次元空間での情報処理

などにおいて効率的な処理の実現が期待できる．これま

でに，剛体制御 4)，カラーナイトビジョン 5)，風向予測
6, 7) などの工学問題への応用が試みられている．

NN を用いた連想記憶に関する研究は，Hopfield 連想

記憶 (Hopfield Associative Memory: HAM) を始めと

して，数多くの研究が行われている 8)．四元数 Hopfield
連想記憶 (Quaternionic Hopfield Associative Memory:
QHAM) はニューロンの入出力，結合荷重，内部状態の

表現に四元数を用いた Hopfield 型の連想記憶モデルで

ある 9)．振幅および 3 種類の位相成分によって四元数を

表現することで 10)，3 成分の多値パターンの記銘・想起

が可能である 11)．文献 9) では，四元数に拡張した射影学

習則により，カラー画像の学習が可能であることを示し

た．しかしながら，QHAM は高い表現力をもつ一方，学

習パターンの回転不変性に起因する偽記憶が多く，雑音

耐性が低いことがわかっている．この問題を解決する一

手法として，四元数 2 部グラフ連想記憶 (Quaternionic
Bipartite Auto-Associative Memory: QBAAM) が提

案された 12)．QBAAM は四元数ニューロンで構成され

る可視層と実数ニューロンで構成される不可視層の 2 層

のネットワーク構造をもつ連想記憶モデルである．複素

数を用いたモデルでは，先に述べた偽記憶の削減に成功

し，雑音耐性が向上することが数値実験により示されて

いる 13)．QBAAM においても，偽記憶の削減とそれに

伴う雑音耐性の改善が期待される．

本稿では，QHAM と QBAAM における学習パター

ンと主たる偽記憶である回転パターンの安定性を評価す

ることで，QBAAM による偽記憶の削減効果を調べる．

また，QBAAM が QHAM と比較して高い雑音耐性を

もつことを数値実験により示す．

2 準備

2.1 四元数

四元数は 1 つの実数と 3 つの虚数からなる超複素数で

ある．3 つの虚数単位を i, j, k とすると，四元数 x は，

x = x(e) + x(i) i + x(j) j + x(k)k (1)

と表される．ここで x(e), x(i), x(j), x(k) は実数であり，そ

れぞれ四元数 x の各成分を表す．四元数の虚数単位にお

いては，次式で示される Hamilton 関係が成立する．

i2 = j2 = k2 = i j k = −1,

i j = − j i = k, j k = −k j = i, k i = −ik = j .
(2)

i j , j i で示されるとおり，四元数は非可換の数体系で

ある．また，四元数は，スカラ部分 x(e) とベクトル部分

~x = (x(i), x(j), x(k)) に分けることにより,

x = (x(e), x(i), x(j), x(k)) = (x(e), ~x) (3)

とも表記される．四元数 x の共役な四元数 x∗ は

x∗ = (x(e),−~x)

= x(e) − x(i) i − x(j) j − x(k)k (4)

と定義される．以上の定義を用いると，四元数 p, q の加

減算 p ± q と積 pq は以下のようになる．

p ± q = (p(e) ± q(e), ~p ± ~q)

= (p(e) ± q(e), p(i) ± q(i), p(j) ± q(j), p(k) ± q(k)),
(5)

pq = (p(e)q(e) − ~p · ~q, p(e)~q + q(e)~p + ~p × ~q). (6)

ここで，~p · ~q と ~p × ~q はそれぞれ 3 次元ベクトル ~p, ~q の

内積と外積である．
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2.2 極座標表現に基づく四元数ニューロン

四元数 x は，振幅 |x | と 3 種類の位相変数 ϕ, θ, ψ を

用いることで極座標表現が可能である 10)．四元数 x は，

x = |x |eiϕekψe jθ (7)

と表され，ここで，

eiϕ = cos ϕ+ i sin ϕ (−π ≤ ϕ < π), (8)
e jθ = cos θ + j sin θ (−π/2 ≤ θ < π/2), (9)
ekψ = cosψ + k sinψ (−π/4 ≤ ψ ≤ π/4) (10)

である．

極座標表現の四元数の各位相を離散化することによ

り，四元数に基づいた多値ニューロンを構成できる．3
つの位相 ϕ, θ, ψ の量子化単位をそれぞれ ϕ0 = 2π/A,
θ0 = π/B, ψ0 = π/2C とすると，四元数ニューロンの

状態 qa,b,c(a ∈ {0, 1, . . . , A − 1}, b ∈ {0, 1, . . . , B − 1}, c ∈
{0, 1, . . . ,C − 1}) は次式により定義できる．

qa,b,c = q(ϕ)
a q(ψ)

c q(θ)

b
. (11)

ここで，

q(ϕ)
a = exp (i(−π+ aϕ0 + ϕ0/2)) , (12)

q(θ)

b
= exp ( j(−π/2 + bθ0 + θ0/2)) , (13)

q(ψ)
c = exp (k(−π/4 + cψ0 + ψ0/2)) (14)

である．つまり，1 つの四元数ニューロンは A × B × C
通りの状態を取ることができる．A = 4, B = 3,C = 2 と

した場合の例を Fig. 1 に示す．この場合，1 つの四元数

ニューロンは 24 通りの状態をとる．

Im{eiϕ }

Re{eiϕ }
ϕ0=

2π
A

q(ϕ)
0 q(ϕ)

1

q(ϕ)
2q(ϕ)

3

Im{ejθ }

Re{ejθ }

θ0=
π
B

q(θ)
0

q(θ)
2

q(θ)
1

Im{ekψ }

Re{ekψ }
ψ0=

π
2C

q(ψ)
0

q(ψ)
1

Fig. 1: States of a quaternionic neuron (A=4, B=3,
C=2)

3 四元数 2 部グラフ自己連想記憶

QBAAM は，Fig. 2 に示すように，四元数ニューロン

で構成される可視層と実数ニューロンで構成される不可

視層の 2 層のネットワーク構造をもつ連想記憶モデルで

ある．各ニューロンは層間で相互に結合しており，層内

におけるニューロンの結合はない．

3.1 想起

可視層と不可視層の状態ベクトルをそれぞれ x =

(x1, x2, . . . , xN )
T, y = (y1, y2, . . . , yM)T

とすると， 時

刻 t における各層のニューロンの状態は次式のように定

義される．

yi(t) = f *.
,

N∑
j=1

wi j x j(t)
+/
-
, (15)

xi(t + 1) = g
*.
,

M∑
j=1

vi j yj(t)
+/
-
. (16)

ここで，N , M はそれぞれ可視層，不可視層における

ニューロンの数である．また，wi j ∈ Hは可視層の j 番

目のニューロンから不可視層の i 番目のニューロンへの

結合荷重，vi j ∈ H は不可視層の j 番目のニューロンか

ら可視層の i 番目のニューロンへの結合荷重である．

式 (15), (16) において， f (·) および g(·) は，それぞ

れ不可視層と可視層のニューロンの活性化関数である．

QBAAM では，次式で定義される符号関数を不可視層

の活性化関数として用いる．

f (x) =
{
1 x(e) ≥ 0
−1 x(e) < 0

. (17)

つまり，不可視層のニューロン出力は 1 か −1 のどちら

かの状態をとる．可視層の活性化関数には，複素多値

NN で用いられる活性化関数 14) を四元数へ拡張したも

のを用いる．その定義は以下のとおりである．

g(x) = qsign(x) (18)
= csignA(x) csignC(x) csignB(x). (19)

x1 x2 xN

y1 y2 yM

· · ·

· · ·

Quaternionic Neuron

Real-Valued Neuron

Visible Layer

Invisible Layer

Fig. 2: The architecture of quaternionic bibdirectional
auto-associative memory (QBAAM).
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ここで，

csignA(x) =




q(ϕ)
0 −π ≤ argϕ(x) < −π+ ϕ0

q(ϕ)
1 −π+ ϕ0 ≤ argϕ(x) < −π+ 2ϕ0

...

q(ϕ)
A−1

−π+ (A−1)ϕ0 ≤ argϕ(x)<−π+Aϕ0

, (20)

csignB(x) =




q(θ)
0 −π2 ≤ argθ(x) < −π2 + θ0

q(θ)
1 −π2 + θ0 ≤ argθ(x) < −π2 + 2θ0

...

q(θ)
B−1 −π2 + (B−1)θ0 ≤ argθ(x)<−π2 +Bθ0

, (21)

csignC(x) =




q(ψ)
0 −π4 ≤ argψ(x) < −π4 + ψ0

q(ψ)
1 −π4 + ψ0 ≤ argψ(x) < −π4 + 2ψ0

...

q(ψ)
C−1

−π4 + (C−1)ψ0 ≤ argψ(x)<−π4 +Cψ0

(22)

である．なお，argϕ(x), argθ(x), argψ(x) はそれぞれ四

元数 x を極座標表現した場合の位相 ϕ, θ, ψ を表して

いる．

QBAAM は，可視層の初期状態 x(0) に入力パターン

を設定し，不可視層と可視層のニューロンを交互に更新

を繰り返すことでパターンの想起を行う．最終的に得

られる可視層のニューロンの出力が QBAAM の出力パ

ターンとなる．

3.2 学習

次に結合荷重の学習方法について説明する．QBAAM
の学習に用いるパターンは，可視層の学習パターン (四
元数) と不可視層の学習パターン (実数) の組み合わせか

ら構成される．p 番目 (p = 1, 2, . . . , P) の可視層の学習

パターン xp を次のように定義する．

xp = (xp
1 , xp

2 , . . . , xp
N )

T
, xp

i ∈ {qa,b,c }. (23)

同様に，xp に対応する不可視層の学習パターン yp を

yp = (y
p
1 , y

p
2 , . . . , y

p
M)

T
, y

p
i ∈ {1,−1} (24)

とする． なお，不可視層の学習パターンはランダムに与

える．このとき，射影学習則による QBAAM の可視層

から不可視層への結合荷重 Wiv と不可視層から可視層

への結合荷重 Wvi は次式で定義される 12, 13)．

Wiv = Y(X∗X)−1X∗, (25)
Wvi = X(YTY)−1YT. (26)

ここで， X = (x1,x2, . . . ,xP), Y = (y1,y2, . . . ,yP) で

ある．また，X∗ は X の随伴行列を表す．

4 数値実験

4.1 回転パターンの安定性

QBAAM と QHAM において回転パターンの安定性

について調べた．本実験では，QBAAM の可視層の四

元数ニューロン数 N を 2, 不可視層の実数ニューロン数

M を 2 とした．QHAM のニューロン数は QBAAM の

可視層のニューロン数と同数に設定した．また，四元数

ニューロン数の位相分割数は (A, B,C) = (2, 2, 2) とし

た．学習パターンは (q1,1,1, q1,1,1) を用い，この学習パ

ターンの各位相をシフトして得られる 7 種類の回転パ

ターンを入力パターンとして想起を行った．なお，各層

のニューロンの更新は可視層のニューロン出力が変化し

なくなるまで繰り返した．

各 入 力 パ タ ー ン に 対 す る QBAAM と QHAM の

想 起 結 果 を Table 1 に 示 す． 結 果 に 示 さ れ る と お

り， QBAAM では学習パターンとその反転パターン

(−q1,1,1,−q1,1,1) = (q0,1,1, q0,1,1) のみが出力されてお

り，反転パターン以外の回転パターンは想起されなかっ

た．一方，QHAM では入力パターンとして用いた学習パ

ターンとその回転パターンがそのまま出力されており，

学習パターンとその回転パターンがすべて安定状態と

なった．以上の結果から，QBAAM の偽記憶は QHAM
の偽記憶と比べて少ないことがわかる．

4.2 雑音耐性

次に QBAAM と QHAM の雑音耐性について調べ

た．本実験では，QBAAM の可視層のニューロン数 N
を 100，不可視層のニューロン数 M を 100 とした．

QHAM のニューロン数は QBAAM の可視層と同数に

設定した．位相分割数は (A, B,C) = (8, 4, 2), (16, 8, 4),
(32, 16, 8)，学習パターン数 P は 10, 30, 50 とした．学習

パターンにはランダムに生成したパターンを用いた．入

力パターンには学習パターンからランダムに選択したパ

ターンに特定の割合で雑音を加えたパターンを用いた．

Figure 3 に，位相分割数と学習パターン数の各組み合

わせにおける QBAAM と QHAM の雑音耐性を示す．

各図の横軸は入力パターンに加える雑音の割合，縦軸

は 1000 回の試行における想起成功率を示している．本

実験では，出力パターンが入力パターンとして使用した

元の学習パターンに完全に一致した場合を想起成功とし

た．同図に示されるとおり，QBAAM と QHAM はどち

らも学習パターン数が増えると想起性能が低下している

が，どの条件においても QBAAM は QHAM より高い

雑音耐性をもっている．また，位相分割数を増加させた

場合，QBAAM の雑音耐性は維持されるが，QHAM の

雑音耐性は大幅に低下している．QHAM の雑音耐性の

低下は，位相分割数の増加にともなって偽記憶となる回

転パターンが増加することに起因する．一方，QBAAM
では偽記憶となる回転パターンは学習パターンの反転パ

ターンに限られるため，その雑音耐性が位相分割数に依

存しない．よって，QBAAM においては学習パターン数

を増やした場合に限り雑音耐性が低下する．
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Table 1: Stability of rotated patterns
Input Output(QBAAM) Output(QHAM)

(q0,0,0, q0,0,0) (q0,1,1, q0,1,1) (q0,0,0, q0,0,0)
(q0,0,1, q0,0,1) (q0,1,1, q0,1,1) (q0,0,1, q0,0,1)
(q0,1,0, q0,1,0) (q0,1,1, q0,1,1) (q0,1,0, q0,1,0)
(q0,1,1, q0,1,1) (q0,1,1, q0,1,1) (q0,1,1, q0,1,1)
(q1,0,0, q1,0,0) (q1,1,1, q1,1,1) (q1,0,0, q1,0,0)
(q1,0,1, q1,0,1) (q1,1,1, q1,1,1) (q1,0,1, q1,0,1)
(q1,1,0, q1,1,0) (q1,1,1, q1,1,1) (q1,1,0, q1,1,0)
(q1,1,1, q1,1,1) (q1,1,1, q1,1,1) (q1,1,1, q1,1,1)
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Fig. 3: Noise robustness of QBAAM and QHAM (N = 100, M = 100)
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5 まとめ

本稿では，3 成分の多値パターンの想起を行うことが

できる QBAAM の想起性能を調査した．QBAAM は四

元数ニューロンから構成される可視層と実数ニューロン

から構成される不可視層の 2 層のネットワーク構造を

もつ連想記憶モデルであり，不可視層の実数ニューロン

の働きにより，学習パターンの回転パターン (偽記憶)
が想起されることを防ぐ．数値実験では，単一の学習パ

ターンを記銘した QBAAM において，回転パターンが

想起されないことを確認した．また，ランダムパターン

を用いた想起実験により，四元数ニューロンの位相分

割数を増加させると QHAM の雑音耐性は低下するが，

QBAAM の雑音耐性は維持されることを確認した．以

上より，QBAAM は QHAM と比べて高い想起性能を

もつことが示された．

今後の課題として，不可視層の学習パターンやニュー

ロン数の雑音耐性に対する影響の調査やカラー画像のノ

イズ除去などへの応用が挙げられる．
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双曲勾配オペレータと双曲誤差逆伝播アルゴリズム
○新田 徹 （産業技術総合研究所）　黒江 康明（京都工芸繊維大学）

Hyperbolic Gradient Operator and Hyperbolic Backpropagation Algorithm

*T. Nitta (National Institute of Advanced Industrial Science and Technology, AIST)
and Y. Kuroe (Kyoto Institute of Technology)

Abstract - In this paper, we define the Wirtinger derivative for hyperbolic functions, and derive
the hyperbolic gradient operator using it. Furthermore, we derive the hyperbolic back-propagation
algorithms for some multi-layered hyperbolic neural networks using the hyperbolic gradient op-
erator. The use of the Wirtinger derivative reduces the efforts required the derivation of the
learning algorithms to half, simplifies the representation of the learning algorithms, and makes
their computer programs easier to code.

Key Words: Wirtinger Calculus, Hyperbolic number, Neural network, Learning algorithm, Back-
propagation

1 はじめに

機械学習の手法の中には，非正則な双曲関数の
微分計算が必要となるものが存在する．たとえ
ば，階層型双曲ニューラルネットワーク（以下，
ニューラルネットワークをNNと略する）にお
ける誤差関数は実数値関数であるため，非正則
であり，双曲微分可能ではない．そのため，誤
差関数をパラメータの実部と Unipotent 部に
関してそれぞれ微分する必要がある．これま
で，非正則な複素関数および四元数関数に対
する微分計算を容易にするWirtinger Calculus
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) は提供されている．そして，複
素NNの学習アルゴリズムなどを導出するのに
使われている．たとえば，Aminらは，一般的
な活性化関数 f を持つ複素 NNに対する複素
BP則をWirtinger微分を使って導出している
8)．
双曲関数に対するWirtinger微分はまだ提案

されていない．そこで本研究では，双曲関数に
対するWirtinger 微分を定義し，それを用いて
双曲勾配オペレータを導出する．また，導いた
双曲勾配オペレータを使って，いくつかの３層
双曲NNモデルを対象にして，双曲誤差逆伝播
学習アルゴリズムを導く．Wirtinger微分を用
いると，学習アルゴリズムを導出するのにかか
る計算の労力は半分で済む，学習則の表現が単
純になる，プログラムのコーディングが容易に
なるといった利点がある．

2 Wirtinger微分

本章では，文献 6)に沿ってWirtinger微分につ
いて述べる．
複素平面C上の領域Dで定義された複素関

数 f : D → C, z = x + iy 7→ f(z) を考え
る．Cは複素数全体の集合を表す．この複素関
数の実部Re[f ]と虚部 Im[f ]は，それぞれ実２
変数 (x, y)の関数とみなすことができる．そし
て，Re[f ]および Im[f ]が点 (x0, y0)で全微分
可能であるためには，次の条件が必要かつ十分
である．

条件 1 複素関数 f1 : D → C, f2 : D → C

で，点 z0 ∈ Dで連続なものが存在して，各点
z ∈ Dで，

f(z) = f(z0) + (z − z0)f1(z) + (z∗ − z∗0)f2(z)
(1)

が成り立ち，f1(z0) および f2(z0) は一意に決
まる． 2

以下，本章で考える複素関数 f : D → C, z =

x+ iy 7→ f(z)は条件 1を満たすものとする．
このとき，Wirtinger微分は次のように定義

される．

定義 1 複素関数 f の点 z0 ∈ D における
Wirtinger微分係数 ∂f/∂z(z0), ∂f/∂z

∗(z0)を
次のように定義する．

∂f

∂z
(z0) = f1(z0), (2)

∂f

∂z∗
(z0) = f2(z0). (3)
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ここで，f1および f2は条件 1において定まる
ものである． 2

このとき，次の定理が成り立つ．

定理 1

∂f

∂z
(z0) =

1

2

(
∂f

∂x
(z0)− i

∂f

∂y
(z0)

)
, (4)

∂f

∂z∗
(z0) =

1

2

(
∂f

∂x
(z0) + i

∂f

∂y
(z0)

)
. (5)

2

Wirtinger微分を用いると，複素関数の正則
性を次のように述べることができる．

定理 2 複素関数 f : D → Cが正則であるため
には，領域Dの各点 z0において

∂f

∂z∗
(z0) = 0 (6)

が成り立つことが必要十分である． 2

(注意) Brandwoodの論文 2) では，Witringer

微分に関して次のように述べられているが，誤
解を与える可能性があるので，注意する必要が
ある．
[Brandwood論文 2)における定理１]

複素関数 f : C → C, z = x + iy 7→ f(z)は，
f : R×R→ C, (x, y) 7→ f(x, y)とみなすこと
ができる（Rは実数全体の集合)．g : C×C →
C, (z, z∗) 7→ g(z, z∗) が存在して，g(z, z∗) は
z および z∗ に関して独立に（他方を定数とみ
なして）それぞれ analyticであり，g(z, z∗) =
f(x, y)が成り立つと仮定する．このとき，

∂f

∂z
(z0) =

1

2

(
∂f

∂x
(z0)− i

∂f

∂y
(z0)

)
, (7)

∂f

∂z∗
(z0) =

1

2

(
∂f

∂x
(z0) + i

∂f

∂y
(z0)

)
. (8)

2

上記の定理では，analyticという用語が使わ
れているが，これを「正則」と解釈した場合，
条件が厳しすぎる．よって，条件 1が成り立つ
こと，つまり「全微分可能」と解釈するのが妥
当と思われる．実際，そのように解釈しても上
記定理は成り立つ．

3 双曲勾配オペレータの導出

本章では，第 2章で述べたWirtinger微分を双
曲関数に拡張したうえで，最急降下方向を表す
双曲勾配オペレータを導出する．

3.1 双曲数

双曲数は次の形をした数である．

z = a+ ub, (9)

ここで，a, b ∈ Rであり，uは u ̸= ±1，u2 = 1

を満たし，unipotentと呼ばれる 9)．双曲数の乗
法は (a+ub)(c+ud)

def
= (ac+ bd)+u(ad+ bc)

と定義される．双曲数 z = a+ ub ∈H に対し
て，その双曲共役数は z∗

def
= a− ub，絶対値は

|z|h
def
=
√
|a2 − b2| とそれぞれ定義される（H

は双曲数全体の集合)．もし |a| = |b|ならば z

の絶対値は０になる．
双曲数は３次方程式の解の表現や特殊相対論

における座標軸に使われている 9)．

3.2 Wirtinger微分の双曲関数への拡張

第 2章で述べたWirtinger微分を双曲関数に拡
張する．
双曲平面H上の領域Dで定義された双曲関

数 f : D →H, z = x+uy 7→ f(z)を考える．こ
の双曲関数の実部Re[f ]とUnipotent部Un[f ]

は，それぞれ実２変数 (x, y)の関数とみなすこ
とができる．そして，Re[f ]および Un[f ]が点
(x0, y0)で全微分可能であるためには，次の条
件が必要かつ十分である．

条件 2 双曲関数 f1 : D → H, f2 : D → H

で，点 z0 ∈ Dで連続なものが存在して，各点
z ∈ Dで，

f(z) = f(z0) + (z − z0)f1(z) + (z∗ − z∗0)f2(z)
(10)

が成り立ち，f1(z0) および f2(z0) は一意に決
まる． 2

以下，本章で考える双曲関数f : D →H, z =

x + uy 7→ f(z) は条件 2 を満たすものとす
る．つまり，実部 Re[f(x, y)]と Unipotent部
Un[f(x, y)] をそれぞれ実２変数 (x, y)の実数
値関数とみた時，Re[f(x, y)]およびUn[f(x, y)]

が点 (x0, y0)で全微分可能とする．
双曲Wirtinger微分を次のように定義する．

定義 2 双曲関数 f : D → H, z = x + uy 7→
f(z)の点 z0 ∈ D における双曲Wirtinger微分
係数 ∂f/∂z(z0), ∂f/∂z

∗(z0)を次のように定義
する．

∂f

∂z
(z0) = f1(z0), (11)

∂f

∂z∗
(z0) = f2(z0). (12)
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ここで，f1および f2は条件 2において定まる
ものである． 2

双曲Wirtinger微分は次のように計算できる．

定理 3 次の式が成り立つ．

∂f

∂z
(z0) =

1

2

(
∂f

∂x
(z0) + u

∂f

∂y
(z0)

)
, (13)

∂f

∂z∗
(z0) =

1

2

(
∂f

∂x
(z0)− u

∂f

∂y
(z0)

)
. (14)

2

(証明) Re[f(x, y)], Un[f(x, y)]の全微分可能性
から容易に導かれる．
双曲Wirtinger微分を用いると，双曲関数の

正則性を次のように述べることができる．

定理 4 双曲関数 f : D → H が正則であるた
めには，領域Dの各点 z0において

∂f

∂z∗
(z0) = 0 (15)

が成り立つことが必要十分である． 2

(証明) 紙面の制約により省略．

3.3 最急降下方向の双曲勾配オペレータ

任意の z = (z1, · · · , zN )T ∈HN に対して，

∇z
def
=

(
∂

∂z1
· · · ∂

∂zN

)T

, (16)

∇z∗
def
=

(
∂

∂z∗1
· · · ∂

∂z∗N

)T

(17)

とし，∇z を z に関する双曲勾配オペレータ，
∇z∗ を双曲共役勾配オペレータとそれぞれ呼
ぶ．ここで，N は自然数であり，T は転置を
表す．
双曲勾配オペレータを使うと，実数値双曲関

数 f : DN → R, z = (z1, · · · , zN )T 7→ f(z) が
停留状態 (各変数 zkの実部とUnipotent部の微
小変化に対する f の変化量が０である状態) に
あるための必要十分条件を次のように表現する
ことができる：∇zf = 0 または ∇z∗f = 0.

次の定理は，実数値双曲関数 f : DN →
R, z = (z1, · · · , zN )T 7→ f(z) の最急降下方
向が双曲勾配オペレータによって与えられるこ
とを示す．

定理 5 実数値双曲関数 f : DN → R,z =

(z1, · · · , zN )T 7→ f(z)は各 zk ∈ D に関して，
条件 2を満たしているとする (1 ≤ k ≤ N)．こ
のとき，(a) z = ∇zf は f(z)が最も大きく変
化する方向である．(b) zが δzだけ変化すると
き，f の変化量 δf は次の式で与えられる．

δf = 2Re

[
(∇z∗f)Hδz

]
, (18)

ここで，H は双曲共役転置を表す． 2

(証明)

δf =
N∑
k=1

(
∂f

∂zk
δzk +

∂f

∂z∗k
δz∗k

)
= (∇zf)T δz + (∇z∗f)T δz∗

= (∇zf)T δz + [(∇zf)T δz]∗

(∇z∗f = (∇zf)∗による)

= 2Re
[
(∇zf)T δz

]
= 2Re

[
(∇z∗f)Hδz

]
(∇z∗f = (∇zf)∗による)

≤ 2 · max
δz∈HN

∥δz∥は一定

Re
[
(∇z∗f)Hδz

]

= 2∥∇z∗f∥ · ∥δz∥, (19)

ここで，∥w∥ def
=
√
a2 + b2, w = a + ub．最後

の等式を与えるのは，δz = k(∇zf) を満たす
δz ∈HN である（kはある正の実数）．これで
(a)が言えた．
複素関数および四元数関数に対する最急降下

法に関する定理の証明には，シュバルツの不等
式が使われている 2, 7)．しかし，双曲関数の場
合は内積が定義できないため，シュバルツの不
等式は使わない証明になっている．
次の定理は，双曲共役勾配オペレータ (式

(17))の方向を明らかにする．

定理 6 実数値双曲関数 f : DN → R,z =

(z1, · · · , zN )T 7→ f(z)は各 zk ∈ D に関して，
条件 2を満たしているとする (1 ≤ k ≤ N)．こ
こで，N は自然数である．このとき，∇z∗fは，
次の式が成り立つ時，f(z)の上昇方向であり，
成り立たない時，下降方向である：

N∑
k=1

(
∂f(x,y)

∂xk

)2

<
N∑
k=1

(
∂f(x,y)

∂yk

)2

. (20)
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また，z = ∇z∗f が最急降下方向であるための
必要十分条件は

∂f(x,y)

∂yk
= 0 (1 ≤ k ≤ N) (21)

である． 2

(証明) 紙面の制約により省略．

4 双曲ニューラルネットワークへの応用

本章では，3章で求めた双曲勾配オペレータを
用いて，多層双曲ニューラルネットワークの誤
差逆伝播学習アルゴリズム（双曲BP則）を求
める．

4.1 多層双曲ニューラルネットワークモデル

本節では，解析の対象とする多層双曲NNにつ
いて述べる．
まず，次のような双曲ニューロンnを考える．

入力信号，重み，閾値，出力信号はすべて双曲数
であり，入力の総和はUn =

∑
mWnmXm+Vn,

で与えられる．ここで，Wnm は双曲ニューロ
ン nとmの間の（双曲数値）重みであり，Xm

は双曲ニューロンmからの（双曲数値）入力信
号，Vn は双曲ニューロン nの（双曲数値）閾
値である．（双曲数値）出力信号を得るために，
入力の総和 Unに双曲活性化関数 f : H → H

を適用する．（双曲数値）出力信号は f(Un)で
与えられる．
双曲NNは上記のような双曲ニューロンから

構成される．対象とする双曲NNは簡単のため，
３層 L−M −N ネットワークとする．入力パ
ターン I = (I1, · · · , IL)T ∈ HLに対して，出
力ニューロン kの出力値Okは

Ok = f(Sk), (22)

Sk =
M∑
j=1

vkjHj + γk, (23)

Hj = f(Uj), (24)

Uj =
L∑
i=1

wjiIi + θj (25)

で与えられる．ここで，Ii ∈ H は入力ニュー
ロン iへの入力信号，wji ∈Hは入力ニューロ
ン iと中間ニューロン j の間の重み, θj ∈ H

は中間ニューロン j の閾値，vkj ∈ H は中
間ニューロン j と出力ニューロン k の間の重
み, γk ∈ H は出力ニューロン kの閾値である

(1 ≤ i ≤ L, 1 ≤ j ≤ M, 1 ≤ k ≤ N)．ま
た，z = (z1, · · · , zK)T ∈ HK をすべての学
習パラメータを一つのベクトルにまとめたもの
とする．ここで，zn ∈ H は学習パラメータ
{wji, θj , vjk, γk} のいずれかを表す (1 ≤ n ≤
K)．
P 組の双曲数値学習データ {(I(p),T (p)) ∈

HL × HN | p = 1, · · · , P} が与えられたと
き，それらによって表現される関係を実現する
のに双曲NNを使う．学習の目的は，

E(z) =
P∑

p=1

∥Tk −Ok∥2 ∈ R (26)

によって定義される誤差関数を最小化する学習
パラメータを見つけることである．式 (26)の
誤差関数は実数値関数なので，双曲関数として
正則ではない．式 (26)の誤差関数は次のよう
に書き直せる．

E(z, z∗) =
1

2

P∑
p=1

[
(Tk −Ok)

2 + (T ∗k −O∗k)2
]
.

(27)

4.2 双曲誤差逆伝播アルゴリズム

本節では，様々な双曲活性化関数を持つ３層双
曲ＮＮの双曲ＢＰ則を導出する．

4.2.1 一般的な活性化関数の場合

まず，一般的な活性化関数を持つモデルの双
曲ＢＰ則を求める．任意のパラメータαに対し
て，その更新は次の式によって行われる：　

αn+1 = αn +∆α, (28)

ここで，αnは n回目の更新を行った後のパラ
メータ αの値，∆αは更新量をそれぞれ表す．
定理 5により，誤差関数Eが最も大きく変化

する方向は，

z = ∇zE(z, z∗)

=

(
∂E(z, z∗)

∂z1
, · · · , ∂E(z, z∗)

∂zK

)T

(29)

である．
ε > 0を学習率として，入力ニューロン iと

中間ニューロン jの間の重みwjiの更新量∆wji
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は，式 (29)に従えば次のように計算できる．

∆wji = −ε · ∂E(z, z∗)

∂wji

= ε
N∑
k=1

[
(Tk −Ok)

∂Ok

∂wji

+(Tk −Ok)
∗ · ∂O

∗
k

∂wji

]
. (30)

ここで，

∂Ok

∂wji
=

∂f(Sk, S
∗
k)

∂wji

=
∂f(Sk, S

∗
k)

∂Sk
· ∂Sk
∂wji

+
∂f(Sk, S

∗
k)

∂S∗k
· ∂S

∗
k

∂wji
, (31)

∂O∗k
∂wji

=
∂f∗(Sk, S

∗
k)

∂wji

=
∂f∗(Sk, S

∗
k)

∂Sk
· ∂Sk
∂wji

+
∂f∗(Sk, S

∗
k)

∂S∗k
· ∂S

∗
k

∂wji
. (32)

さらに，

∂Sk
∂wji

= vkj
∂f(Uj , U

∗
j )

∂wji

= vkjIi ·
∂f(Uj , U

∗
j )

∂Uj
, (33)

∂S∗k
∂wji

= v∗kj
∂f∗(Uj , U

∗
j )

∂wji

= v∗kjIi ·
∂f∗(Uj , U

∗
j )

∂Uj
. (34)

よって，式 (30) - (34)から，

∆wji = εIi

N∑
k=1

[
δk

{
vkj

∂f(Sk, S
∗
k)

∂Sk

·
∂f(Uj , U

∗
j )

∂Uj

+v∗kj
∂f(Sk, S

∗
k)

∂S∗k
·
∂f∗(Uj , U

∗
j )

∂Uj

}
+δ∗k

{
vkj

∂f∗(Sk, S
∗
k)

∂Sk
·
∂f(Uj , U

∗
j )

∂Uj

+v∗kj
∂f∗(Sk, S

∗
k)

∂S∗k
·
∂f∗(Uj , U

∗
j )

∂Uj

}]
,

(35)

ここで，δk
def
= Tk −Okとおいた．

同様にして，中間ニューロン jと出力ニュー
ロンkの間の重み vkjの更新量∆vkjは，式 (29)

に従えば次のように計算できる．

∆vkj = −ε · ∂E(z, z∗)

∂vkj

= ε

[
δk
∂Ok

∂vkj
+ δ∗k ·

∂O∗k
∂vkj

]

= εHj

[
δk
∂f(Sk, S

∗
k)

∂Sk

+δ∗k
∂f∗(Sk, S

∗
k)

∂Sk

]
.(36)

閾値は入力値が１である場合の重みとみなせ
るから省略する．

4.2.2 シグモイド活性化関数の場合

シグモイド関数

f(z) =
1

1 + e−z
, z ∈H (37)

を活性化関数として持つモデルの双曲ＢＰ則を
求める．この関数は双曲関数として正則であり，
かつ，有界である 10)．
入力ニューロン iと中間ニューロン jの間の

重みwjiの更新量∆wjiは，式 (35)から求めら
れる．シグモイド活性化関数の場合，

∂f(Sk, S
∗
k)

∂Sk
= Ok(1−Ok), (38)

∂f(Sk, S
∗
k)

∂S∗k
=

∂f∗(Sk, S
∗
k)

∂Sk
= 0, (39)

∂f(Uj , U
∗
j )

∂Uj
= Hj(1−Hj), (40)

∂f∗(Uj , U
∗
j )

∂Uj
= 0 (41)

であるから，

∆wji = εIiHj(1−Hj)
N∑
k=1

δkvkjOk(1−Ok)

(42)

となる．
また，中間ニューロン jと出力ニューロン k

の間の重み vkj の更新量∆vkj は，式 (36)から
求められる．式 (38)，(39)より，

∆vkj = εδkHjOk(1−Ok) (43)

となる．
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4.2.3 分離型シグモイド活性化関数の場合

分離型シグモイド関数

f(z) =
1

1 + e−x
+ u

1

1 + e−y
, (44)

z = x+ uy ∈H

を活性化関数として持つモデル 11)の双曲ＢＰ
則を求める．この関数は有界である．そして，
{z ∈H| |z| = 0}上で双曲関数として正則であ
るが，それ以外では正則でない．
入力ニューロン iと中間ニューロン jの間の

重みwjiの更新量∆wjiは，式 (35)から求めら
れる．分離型シグモイド活性化関数の場合，

∂f(Sk, S
∗
k)

∂Sk
=
1

2

[
OR

k (1−OR
k ) +OU

k (1−OU
k )

]
,

(45)

∂f∗(Sk, S
∗
k)

∂Sk
=
1

2

[
OR

k (1−OR
k )−OU

k (1−OU
k )

]
,

(46)

∂f(Uj , U
∗
j )

∂Uj
=
1

2

[
HR

j (1−HR
j ) +HU

j (1−HU
j )

]
,

(47)

∂f∗(Uj , U
∗
j )

∂Uj
=
1

2

[
HR

j (1−HR
j )−HU

j (1−HU
j )

]
(48)

であるから，

∆wji =
ε

2
Ii

[{
HR

j (1−HR
j ) +HU

j (1−HU
j )

}
·

N∑
k=1

vkj

{
δRk O

R
k (1−OR

k )+u · δUk OU
k (1−OU

k )

}
+

{
HR

j (1−HR
j )−HU

j (1−HU
j )

}
·

N∑
k=1

v∗kj

{
δRk O

R
k (1−OR

k )

−u · δUk OU
k (1−OU

k )

}]
(49)

となる．
また，中間ニューロン jと出力ニューロン k

の間の重み vkj の更新量∆vkj は，式 (36)から
求められる．式 (45)，(46)より，

∆vkj = εHj

{
δRk O

R
k (1−OR

k )

+ u · δUk OU
k (1−OU

k )
}

(50)

となる．

4.2.4 Hitzer活性化関数の場合

Hitzerが提案した活性化関数 12)

f(z) =
1

1 + e−x−y
+ u

1

1 + e−x−y
, (51)

z = x+ uy ∈H

を持つモデルの双曲ＢＰ則を求める．この関
数は双曲関数として正則であり，かつ，有界で
ある．
入力ニューロン iと中間ニューロン jの間の

重みwjiの更新量∆wjiは，式 (35)から求めら
れる．Hirzer活性化関数の場合，

∂f(Sk, S
∗
k)

∂Sk
=(1 + u)OR

k (1−OR
k ), (52)

∂f(Sk, S
∗
k)

∂S∗k
=
∂f∗(Sk, S

∗
k)

∂Sk
= 0, (53)

∂f(Uj , U
∗
j )

∂Uj
=(1 + u)HR

j (1−HR
j ), (54)

∂f∗(Uj , U
∗
j )

∂Uj
=0 (55)

であるから，

∆wji = 2ε(1 + u)IiH
R
j (1−HR

j )

N∑
k=1

δkvkjO
R
k (1−OR

k ) (56)

となる．
また，中間ニューロン jと出力ニューロン k

の間の重み vkj の更新量∆vkj は，式 (36)から
求められる．式 (52)，(53)より，

∆vkj =εHjδk(1 + u)OR
k (1−OR

k ) (57)

となる．

4.3 考察

4.3.1 双曲Wirtinger微分の利点

4.2節で導いた学習アルゴリズムは，通常，誤
差関数をパラメータの実部とUnipotent部に関
してそれぞれ偏微分して求める．つまり，任意
のパラメータ zn ∈H の更新則を

∆zn = −ε ·
(
∂E(z)

∂zRn
+ u

∂E(z)

∂zUn

)
(58)
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を計算することによって求める．ここで，zRn，
zUn はそれぞれパラメータ znの実部，Unipotent
部である．一方，双曲Wirtinger微分の場合，双
曲勾配オペレータを使って，

∆zn = −ε · ∂E(z)

∂zn
(59)

を計算することによって求められるので，計算
の労力は前者に比べて半分で済む．また，学習
則の表現が単純になり，プログラムのコーディ
ングが容易になる（詳細は紙面の都合により省
略する）．

4.3.2 複素BP則との比較

次に，4.2.1節で求めた双曲BP則を複素BP

則と比較する．
比較の対象とするのは，３層複素 L −M −

N ネットワークである．入力信号，重み，閾
値，出力信号はすべて複素数であり，活性化関
数は f : C → C である．入力パターン I =

(I1, · · · , IL)T ∈ CLに対して，出力ニューロン
kの出力値Okは

Ok = f(Sk), (60)

Sk =
M∑
j=1

vkjHj + γk, (61)

Hj = f(Uj), (62)

Uj =
L∑
i=1

wjiIi + θj (63)

で与えられる．ここで，Ii ∈ C は入力ニュー
ロン iへの入力信号 ，wji ∈ C は入力ニュー
ロン iと中間ニューロン jの間の重み, θj ∈ C

は中間ニューロン j の閾値，vkj ∈ C は中間
ニューロン j と出力ニューロン k の間の重み,

γk ∈ Cは出力ニューロン kの閾値である (1 ≤
i ≤ L, 1 ≤ j ≤ M, 1 ≤ k ≤ N)．また，z =

(z1, · · · , zK)T ∈ CKをすべての学習パラメータ
を一つのベクトルにまとめたものとする．ここ
で，zn ∈ Cは学習パラメータ {wji, θj , vjk, γk}
のいずれかを表す (1 ≤ n ≤ K)．誤差関数を

E(z) =
P∑

p=1

∥Tk −Ok∥2 ∈ R (64)

とする．ここで，Pは学習パターンの個数，Tk ∈
Cは出力ニューロンkに対する教師信号である．

式 (64)は，次のように書き直せる．

E(z, z∗) =
P∑

p=1

(Tk −Ok)(T
∗
k −O∗k). (65)

文献 2)により，誤差関数の最急降下方向は

z = ∇z∗E(z, z∗)

=

(
∂E(z, z∗)

∂z∗1
, · · · , ∂E(z, z∗)

∂z∗K

)T

(66)

である．式 (66)に従って計算することにより，
次の学習則を得る．

∆wji = εI∗i

N∑
k=1

[
δk

{
v∗kj

∂f∗(Sk, S
∗
k)

∂S∗k

·
∂f∗(Uj , U

∗
j )

∂U∗j

+vkj
∂f∗(Sk, Sk)

∂Sk
·
∂f(Uj , U

∗
j )

∂U∗j

}

+δ∗k

{
v∗kj

∂f(Sk, S
∗
k)

∂S∗k
·
∂f∗(Uj , U

∗
j )

∂U∗j

+vkj
∂f(Sk, Sk)

∂Sk
·
∂f(Uj , U

∗
j )

∂U∗j

}]
,

(67)

∆vkj = εH∗j

[
δ∗k
∂f(Sk, S

∗
k)

∂S∗k

+δk
∂f∗(Sk, S

∗
k)

∂S∗k

]
. (68)

双曲ＢＰ則 (式 (35), (36))と複素ＢＰ則 (式
(67), (68))を比較すると，次の点が異なってい
ることが分かる：

Hj ←→ H∗j , (69)

Ii ←→ I∗i , (70)

vkj ←→ v∗kj , (71)

δk
∂f(Sk, S

∗
k)

∂Sk
+ δ∗k

∂f∗(Sk, S
∗
k)

∂Sk

←→ δ∗k
∂f(Sk, S

∗
k)

∂S∗k
+ δk

∂f∗(Sk, S
∗
k)

∂S∗k
.(72)

式 (69)～式 (71)の違いは，∇z と∇z∗ の違
いから生じていると考えられる．また，式 (72)

の違いは，それぞれの誤差関数の表現の違いか
ら生じている．それは次のことから分かる．双
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曲 BP則の場合：

∂E(z, z∗)

∂zn
=

∂

∂zn

1

2

N∑
k=1

(δ2k + δ∗k
2)

=−1

2

N∑
k=1

(
δk
∂Ok

∂zn
+ δ∗k

∂O∗k
∂zn

)
,

(73)

複素 BP則の場合：

∂E(z, z∗)

∂z∗n
=

∂

∂z∗n

1

2

N∑
k=1

δkδ
∗
k

=−1

2

N∑
k=1

(
δ∗k
∂Ok

∂z∗n
+ δk

∂O∗k
∂z∗n

)
.

(74)

5 結論

双曲関数に対するWirtinger 微分を定義し，そ
れを用いて双曲勾配オペレータを導出した．ま
た，導いた双曲勾配オペレータを使って，いく
つかの３層双曲NNを対象にして，双曲誤差逆
伝播学習アルゴリズムを導いた．誤差関数をパ
ラメータの実部とUnipotent部に関してそれぞ
れ偏微分して求めるこれまでの方法に比べると，
双曲勾配オペレータを使う方法の計算の労力は
半分で済む，学習則の表現が単純になり，プロ
グラムのコーディングが容易になるといった利
点がある．また，導いた双曲 BP則と複素 BP

則の相違点について考察した．ただし，紙面の
制約により，次の内容は省略した．(1) 双曲Ｂ
Ｐ則 ∂E/∂z∗k と複素ＢＰ則 ∂E/∂z∗k の相違点，
(2) 双曲ＢＰ則 ∂E/∂z∗k と双曲ＢＰ則 ∂E/∂zk
の相違点，(3) 活性化関数の諸特性について．

謝辞Wirtinger微分に関する助言を下さった朝
田衞教授（京都工芸繊維大学）に感謝致します．
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Restricted Boltzmann Machine

A Proposal of Neuron Generation and Annihilation Method in Restricted
Boltzmann Machine

∗S. Kamada (Graduate School of Information Sciences, Hiroshima City University )
T. Ichimura (Faculty of Management and Information Systems,

Prefectural University of Hiroshima)
A. Hara (Graduate School of Information Sciences, Hiroshima City University )

Abstract– Restricted Boltzmann Machine (RBM) is a generative stochastic artificial neural network of
energy-based model for unsupervised learning. Recently, RBM can be used as a method of pre-training in
Deep Learning. In this paper, we will propose the adaptive RBM that can discover the optimal number
of hidden neurons according to the training situation by applying the neuron generation and annihilation
method. In this method, a new hidden neuron is generated when the fluctuation of the vector for the
learning parameters is larger, and the inactivated hidden neurons are annihilated while the training. Some
experiments in the proposed RBM were executed by using 2 kinds of data sets.

Key Words: Deep Learning, Restricted Boltzmann Machine, Neuron Generation and Annihilation
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深層学習による教師なし画像の近傍空間の学習
○西先崇 濱津文哉 濱上知樹（横浜国立大学）

Learning neighborhood image space of unlabeled images with deep learning

∗T. Nishisaki, F. Hamatsu, and T. Hamagami (Yokohama National University)

Abstract– A method of learning neighborhood image space of unlabeled images with deep learning is pro-
posed. For classification problem of the large image dataset, labeled data is indispensable property. However,
preparing sufficient labeled images costs more, compared to the unlabeled images. In order to overcome the
problem, a method for classification of unlabeled images with a few labeled image and interpolation of them
is examined. The proposed method learns the neighborhood image space of the representative images for
target class with Google Similar Image Retrieval. Experiment results show it is confirmed that the proposed
method is effective for image classification of the target class with only unlabeled images.

Key Words: Deep learning, Image classification, Unlabeled images

1 はじめに
近年，高度な画像分類を用いた様々なアプリケーショ
ンが開発され，その学習精度の向上がさらに期待され
ている. 画像分類学習では，分類カテゴリのラベルを
有する教師あり画像を用いて，未知の画像に対する画
像分類を行うのが一般的である.
しかし，教師あり画像のサンプル数が十分でない場
合，画像空間全体の学習が不完全となり，未知の画像
の分類に失敗する. 例えば，ラベル付与に専門家の知
識が必要な医療や人文系のデータでは，十分な数の教
師データがそろわず，大規模な学習は困難である.
この問題に対し，本研究では，教師（ラベル）なし画
像の近傍空間を用いた学習方法を提案する. 本手法で
は，分類カテゴリに属する教師なし代表画像をもとに，
一般画像空間中における近傍サンプルを収集し，これ
を用いて近傍空間の学習を行う. この方法を用いるこ
とにより，教師なし画像から学習に必要なクラスタを
構成し，クラスタの特徴を抽出することで分類を可能
にする.

2 画像分類
一般に教師あり画像群を用いた画像分類では，画像
をある写像関数 F によって画像特徴空間に写像して識
別面を学習する. 教師あり画像群を用いた分類を Fig.
1に示す. 画像特徴空間へ写像し画像特徴量を得る手法
として SIFT（Scale-Invariant Feature Transform）や
SURF（Speeded Up Robust Features）などが知られ
ている. 得られた画像特徴量を用い，教師あり画像群
の持つラベル情報に従って学習することで，目的とす
るカテゴリ分類器が得られる. 近年では画像特徴量の
抽出と分類を共に学習する手法として深層学習 1)2) が
注目され，人手に依らない高度な特徴量抽出により高
い画像分類精度を達成している.
しかし，教師あり画像を十分な数用意することが困
難な場合，カテゴリの分類は困難になる．このような場
合，教師なし学習である k-means法や自己組織化マッ
プ（Self Organizing Map: SOM）を用いることにより，
特徴空間中でクラスタをつくり，これをカテゴリと対
応づける方法が考えられる．しかし，この方法は分類
すべきカテゴリとクラスタが１対１になるとは限らな
い. また，クラスタを構成するサンプルが十分そろわ

ず，特徴空間に対してスパースな場合は，クラスタを
構成することが困難である. 特に深層学習のように，特
徴ベクトルの学習に多くのデータを必要とする場合は，
大きな問題になる.
そこで本研究では，スパースなデータ空間にある少
数の教師あり画像から，その近傍空間を代表する特徴
ベクトルを深層学習によって得るための方法について
扱う. 具体的には，カテゴリに対応した教師あり画像
をもとに一般画像空間から Google画像検索 3) を用い
て類似画像を収集し，疑似的につくられた画像クラス
タを用いて深層学習を行うことで，カテゴリに対応し
た特徴ベクトルを抽出する.

3 深層学習
深層学習は従来のニューラルネットワークよりも多
段の層を持ち，様々な分野で高い性能を達成している手
法である. 深層学習は目的タスクの性質などから様々
な提案がされているが，本稿では画像認識において最
も広く用いられている畳み込みニューラルネットワー
ク 4)5) を用いる.
畳み込みニューラルネットワークは局所領域に対し
て重みを畳み込む処理を行う層を持つ順伝播型ネット
ワークであり，教師ありデータを用いて逆誤差伝播法
により学習を行う. Fig. 3に示すように，局所領域に
対して重みの畳み込み計算を行うことで，生物の脳の
視覚受容野を模倣しており，画像認識において重要な
技術となっている. 画像認識でよく用いられる畳み込
みニューラルネットワークは，畳み込み層とプーリン
グ層を交互に接続しその後全結合層が続き，最後に各
カテゴリの出力を持つ.
単一チャネルを持つ画像について，各画素を xi,j と
する. また畳み込み処理を行う際の重みの値の集合を
フィルタと呼び，そのフィルタのサイズをH ×H とし
各フィルタの値を hp,q，バイアスを bi,j，出力を ui,j と
すると，画像の畳み込みは式 (1)で示される.

ui,j =
H−1
∑

p=0

H−1
∑

q=0

xi+p,j+qhp,q + bi,j (1)

式 (1)では縦横方向に１画素ずつずらしながら畳み
込みを計算しているが，このずらす幅をストライドと
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Fig. 1: Classification with labeled images.

Fig. 2: Classification with unlabeled images.

呼び，場合によってはストライドを数画素ずつずらす
ことがある. ストライドを sとすると，ストライドを
考慮した畳み込みは式 (2)で示され，出力画像サイズ
は約 1/s倍となる.

ui,j =
H−1
∑

p=0

H−1
∑

q=0

xsi+p,sj+qhp,q + bi,j (2)

カラー画像のような複数チャネルの画像に対しては
各チャネルごとに同様の畳み込み処理を行い，また畳み
込むフィルタ数も複数チャネルにする場合がある. 入
力がK チャネルの画像の時，入力チャネル k，フィル
タmに対する畳み込みは式 (3)で示される. またバイ
アス bi,j,m はフィルタごとに共通の値を持つのが一般
的である.

ui,j,m =
K−1
∑

k=0

H−1
∑

p=0

H−1
∑

q=0

xi+p,j+q,khp,q,k,m + bi,j,m (3)

畳み込みニューラルネットワークにおける各フィル
タの値は同一チャネルの全画素で同じ値を用いており，
これは共有重みと呼ばれている.
畳み込みによって得られた ui,j,m に対し，活性化関

数を適用することで最終的な出力 zi,j,m が得られ，式
(4)で示される.

zi,j,m = f(ui,j,m) (4)

様々な活性化関数が提案されているが，近年では式 (5)
に示される正規化線形関数 (rectified linear function:
ReL)が一般的に用いられる. 正規化線形関数は活性化
関数の中でも計算量が少なく，学習の収束が速いこと
が知られている.

f(u) = max(u, 0) (5)

Fig. 3: Convolution.

畳み込み層の後に繋げるプーリング層では，畳み込
み層で得られた出力の中で一部の情報を間引く処理を
行うことで画素の位置変化にロバストな特徴を得てい
る. プーリングには様々な種類があるが，画像認識に
おいては最大プーリング（Max-pooling）が一般的であ
り，本稿においてもこの手法をとる. プーリングを行
う領域のサイズをH ×H としたとき，最大プーリング
では H2 個の画素値の中で最大値以外の値を間引く処
理を行う.

4 近傍空間の学習
本研究ではスパースなデータ空間にある少数の教師
あり画像から画像分類を行うため，分類カテゴリに属
する教師あり画像を各カテゴリでそれぞれ 1枚選択し，
深層学習により近傍空間を形成する. 提案手法におけ
る近傍空間の学習の概略図を Fig. 4に示す.
スパースなデータ空間において画像空間全体の学習
を行うのが困難であるという課題を解決するため，提
案手法では一般画像空間上で代表画像と類似した画像
群を収集し学習を行う. これによりスパースであった
データ空間中のサンプルを補完し，画像空間全体の学
習の不完全性を緩和することが期待できる.
提案手法による画像分類の概略図をFig. 5に示す. 提
案手法では学習フェーズと分類フェーズの 2つのフェー
ズから成る.
学習フェーズでは，教師なし画像群から各カテゴリ
に属する代表画像を選択し，Google画像検索により画
像特徴空間上で類似した画像群を収集する. Google画
像検索によって得られた画像群を用いて学習に必要な
クラスタを構成し，得られた特徴量による分類を行う.
クラスタの構成，特徴量の抽出は画像認識で広く用い
られる深層学習として畳み込みニューラルネットワー
クを用いる.
分類フェーズでは，未知の画像に対し学習フェーズ
で構築した畳み込みニューラルネットワークを用いて
特徴量を抽出し，カテゴリの分類を行う.

5 実験
提案手法の有効性を確認するため，以下の 2つの実

験を行った.

5.1 実験設定
1つ目の実験では，画像特徴空間上の近傍空間の学

習精度を確認するため，訓練データの一部をバリデー
ションデータとして分離し，バリデーションデータに
対する分類精度を求めた. 各カテゴリの代表画像をク
エリとして得られる Google 画像検索の結果のうち検
索結果順に 300枚の画像を収集し，そのうち 90％を占
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Fig. 4: Classification with proposed method.

Fig. 5: Overview of proposed method.

める 270枚の画像を訓練画像，残りの 10％を占める
30枚の画像をバリデーションデータとして学習し分類
した.

2つ目の実験では，提案手法による画像分類の精度を
確認するため，学習済みの畳み込みニューラルネット
ワークを用いて画像分類を行った. 比較する従来手法
として教師あり画像群のサンプル数が少ない場合を想
定し，各カテゴリの代表画像を学習データとした. ま
た各カテゴリに分類された画像を確認することで誤分
類した場合の原因について考察した.

本実験では画像データセットとして国立歴史民俗博
物館蔵の小袖屏風画像 6) を用いた. 小袖屏風画像につ
いては 5.2節で述べる.

本実験で分類するカテゴリとして，館蔵野村正治郎
衣裳コレクションデータベース 7)に記載されているモ
チーフ（模様や柄）を用いた. 代表画像は 50種類のモ
チーフについて，小袖屏風画像を分割した画像群から
人為的に選択し，80× 80画素のカラー画像となってい
る. 小袖屏風分割画像群は 1隻の小袖屏風画像を縦に
40，横に 30分割して得られた 1200枚の画像群に対し，
80× 80画素のサイズに満たない切れ端の画像を省き，
1隻の小袖屏風画像に対し 1141枚得られた. 小袖屏風
分割画像群は 102隻の小袖屏風画像から得られた. 学
習に用いたモチーフの代表画像の例を Fig. 7に示す. 2
つ目の実験におけるテストデータは各モチーフの代表
画像を含む 276枚の小袖屏風分割画像である.

実験に用いた深層学習のネットワークは Table 1の
通りである.

Table 1: Network structure.
Name Patch Stride Output map size Activation

function
Input - - 80× 80× 3 -

Convolution1 5× 5 1 76× 76× 15 ReL
Max-pooling1 2× 2 1 38× 38× 15 -
Convolution2 5× 5 1 34× 34× 30 ReL
Max-pooling2 2× 2 1 17× 17× 30 -

Fully-
connected1 - - 1× 1× 8000 ReL

Fully-
connected2 - - 1× 1× 50 -

Fig. 6: Kosode byobu images（小袖屏風画像）.

Fig. 7: Examples of representation images.

5.2 小袖屏風
小袖屏風画像は教師あり画像群の確保が困難な例と
して挙げられるデジタルアーカイブの一種である. デ
ジタルアーカイブは博物館，美術館などの文化資源を
デジタル化して保存したデータであるが，文化資源の
数は有限であるためにデータ数が限られ，描かれるモ
チーフの分類は専門家でなければ難しい.

小袖屏風は日本の伝統的衣装である小袖を屏風に貼
り付けた歴史資料であり，Fig. 6に例を示す.

6 結果と考察
6.1 近傍空間の学習に関する結果
近傍空間の学習精度を評価するため，Google画像検

索によって得られた訓練データの一部をバリデーショ
ンデータとして分離し学習を行った. 分類精度は 50モ
チーフに対する平均値とした. 結果を Fig. 8に示す.
結果から，学習が進むにつれて訓練データに対する分
類精度は向上するが，バリデーションデータに対する
精度は 35％程度で収束したことが明らかとなった. 訓
練データとバリデーションデータの精度の差が生じた
ため過学習が発生し，差が 50％以上開いたことから，
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Fig. 8: Accuracy of neighborhood space.

Fig. 9: Accuracy of motif classification.

汎化性能が不十分であることがわかる. また，本手法
とGoogle画像検索の一致度は 35％程度であると推測
された.

6.2 モチーフの分類精度に関する結果
提案手法による画像分類精度を評価するため，学習済
みの畳み込みニューラルネットワークを用いたモチー
フの分類を行った.
モチーフの分類精度を Fig. 9に示す. 従来手法では

学習の進行に関わらず 2％程度の精度で収束した. 仮
に 50カテゴリに対してランダムに分類を行った場合，
理論上の分類精度は 100 / 50 = 2％であるため，従来
手法はランダムな分類と同等の結果となった. これに
対し提案手法では学習が進むと精度が若干向上し，最
終的に 15％程度の精度が得られ，従来手法よりも分類
精度の向上がみられた.
学習済みの畳み込みニューラルネットワークに対し
て各代表画像のモチーフと分類された小袖屏風分割画
像の例を Fig. 10，Fig. 11，Fig. 12に示す. それぞ
れ左の画像が代表画像，右の画像が代表画像のモチー
フと分類された小袖屏風分割画像群である. Fig. 10よ
り，代表画像に対して画像特徴の類似した画像が同一
モチーフであると分類された. 具体的には，植物とい
う点では桐と同じ物体が見られるが，モチーフの観点
から見ると松や菊などのモチーフが桐と誤分類されて
いる. Fig. 11，Fig. 12も Fig. 10と同様に画像特徴の
類似した画像が分類されているが，異なるモチーフの
画像を含んでいる.

6.3 考察
6.1節，6.2節において学習が進むと精度が収束した

が，更なる精度向上が達成されなかった要因として，モ
チーフ間の画像特徴が類似していることが考えられる.
提案手法では画像特徴空間における類似性のみを考慮

Fig. 10: Examples of motif classification 1.

Fig. 11: Examples of motif classification 2.

Fig. 12: Examples of motif classification 3.

して近傍空間を学習しているため，画像特徴が類似し
ていてもモチーフが異なる場合には分類が困難となる.
具体的には，小袖屏風中に含まれるモチーフは植物や
山，滝といった自然物に偏りがあるため，画像特徴を
考慮した近傍空間同士で重なりが発生しやすい傾向が
あると考えられる. さらに提案手法において単一のカ
テゴリのみを考慮して近傍空間の学習を行っている点
についても，近傍空間の重なりが発生する要因として
考えられる. 6.2節における分類画像例より，誤分類し
た画像でも画像特徴の観点から類似した画像が分類さ
れていたため，画像特徴空間における近傍を考慮した
学習となっている. 本稿では画像特徴の類似性に対す
る評価が主観的であるため，さらに定量的な指標を加
えることで提案手法に対する客観的評価が行える.
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7 おわりに
本稿では教師なし画像群に対して各分類カテゴリに
属する代表画像を 1枚ずつ選択し，Google画像検索に
よって得られた画像群を用いて画像特徴空間上の近傍
空間を学習する手法を提案した. 実験により提案手法
を用いて近傍空間を学習することによって，従来では
困難であった教師なし画像群のカテゴリ分類が可能と
なることが示された.
しかし，画像特徴が類似しているがカテゴリが異なる
場合には近傍空間が重なりあうため分類が困難であっ
た. そのため近傍空間の重なりについては，各カテゴ
リの近傍空間の大きさを考慮した学習により重なりが
緩和され，分類精度の向上が見込まれる.
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Noise Reduction by Particle Filter for AI Sailing  
* Hideaki Manabe and Kanta Tachibana (Kogakuin University) 

Abstract    The sailboat can be manoeuvered avoiding obstacle and arriving at destination if its position, 
direction, and absolute wind are measured exactly. However, measurement noise is added to signals when they 
are measured by GPS, compass, and wind sensors. We implement a sailing simulator to give observed values of 
position, direction, and apparent wind including the measurement noise to the AI sailor. This study investigates 
effect of particle filter to reduce the measurement noise. 
 
Key Words:  Noise Reduction, Particle Filter, AI Sailing 
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軍隊アリシステムの利他行動を取り入れた
ソーシャルコミュニティの成長促進に対する提案

-オープンソースソフトウェアにおけるグループ開発手法への
適用-

○上本拓也 (県立広島大学大学院総合学術研究科経営情報学専攻)
市村匠 (県立広島大学経営情報学部経営情報学科)

A Proposal for Growing Process of Social Community by Altruism Behavior in
Army Ant System

-Its Application to Group Development Method for Open Source Software-

∗T. Uemoto (Graduate School of Comprehensive Scientific Systems, Prefecture University of
Hiroshima)

T. Ichimura (Department of Management and Information Systems, Prefecture University of
Hiroshima)

Abstract– Recently, the developing software project is complex tasks because many projects in developing
process are processed parallel and many developers join two or more projects. To improve the efficiency of
group developing software, various methods are executed and the analysis of their behaviors is important.
The community of the developers are analyzed by using analyzing method of network structure. We develop
the simulation system of developing software with altruism behaviors. The system was developed on the
basis of developers behaviors of SourceForge.net. In this paper, we observed the community growing process
under the agent’s altruism behaviors. This paper reports the efficiency of altruism behavior in the software
developing community.

Key Words: Altruism behaivor, Social community, Software development

1 はじめに
近時，ソフトウェア開発において，複数の開発者が

１つのグループとなりコーディングが行われるチーム
開発が主流である．チームは１つ以上のプロジェクト
を実施し，それらを統合することで規模の大きなソフ
トウェアを構築する．企業におけるソフトウェア開発
ではなく，オープンソースソフトウェアにおいては，グ
ループをコミュニティとし，開発者がコミュニティに
自身で参加する形式がとられている．この過程を複雑
ネットワークにおけるコミュニティの成長過程ととら
え，分析した研究がMadeyらによって行われている 1)．
文献 1)では，シミュレーションシステムを開発するに
あたり，SourceForge.netの開発者やプロジェクトに関
するオープンデータ 2)を用いた．オープンソースソフ
トウェア開発におけるシミュレーションシステムでは，
エージェントは開発者を示し，これらがソフトウェア
開発のためにプロジェクトを形成する．エージェント
の行動には，‘プロジェクトを生成する’，‘プロジェク
トに参加する’，‘プロジェクトを辞退する’，‘行動は起
こさず現状の開発に取り組む’の 4 種類がある．エー
ジェントはプロジェクトに参加して他のエージェント
と共に開発に携わるころで，1つのコミュニティを形
成し，それらが複数集まることでソーシャルコミュニ
ティを形成する．このようなシミュレーションを用い
て，Madeyらはオープンソースソフトウェア開発にお
けるソーシャルコミュニティが形成されていく過程を
観察した．
本研究では，まず，エージェントの行動の種類を取り

入れたシミュレーションシステムを開発した．ここで
は，システムにソフトウェアのタスク量やエージェン
トのスキルを取り入れた．このシステムを用いて，形
成されたコミュニティとエージェントの行動の関連性
を調査した 3)4)．タスクとはプログラミングなどソフト
ウェア開発における仕事の量を表したものであり，ス
キルとは単位時間あたりに仕事をどの程度処理できる
かという能力を表したものである．シミュレーション
結果 3)4) より，ソフトウェア開発に参加するエージェ
ント数が多いほどソフトウェアの数が減少する分布が
得られ，極座標方程式を用いて分布の近似とその拡が
りを求めた．また，‘プロジェクトを辞退する’といった
エージェントの行動とソフトウェアのタスク量の関連
性について分析を行った．タスク量が少ないソフトウェ
アでは辞退するエージェント数が少なく，より多くの
ソフトウェアにおいては多くのエージェントが辞退し，
ある量のタスクを越えたソフトウェアにおいては辞退
するエージェント数が少ないことがわかった．多くの
エージェントが辞退するソフトウェアにおいて，辞退
する数を抑え，全体としてより開発に適したコミュニ
ティの形成手法の必要性が議論されていた．
本論文では，ソフトウェア開発におけるコミュニティ

の成長を促進するためにエージェントの行動に利他行
動 7)を実現するための機能を追加する．利他行動とは，
仲間の利益のために自己を犠牲にする行動である．能
力が高く，時間に余裕があるエージェントは，タスク量
は多いがエージェント数が少ないと思われるプロジェ
クトを発見すると，利他行動として開発に参加する．自
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身の負担は増えるが他のエージェントに協力すること
で，他のエージェントの負担の減少にともないプロジェ
クトを辞退する数が減少し，全体として開発効率が向
上するのではないかと考えられる．利他行動を取り入
れたシミュレーションシステム 5)を用いて，辞退する
エージェント数や全体の開発時間などの点で調査を行っ
た．結果として，形成されたコミュニティにおけるタ
スク量とエージェントの行動の関連性の抽出と利他行
動によるコミュニティの成長と開発時間の短縮が見ら
れたため，本論文にて報告する．

2 SourceForge.net

SourceForge.net はオープンソースソフトウェアの
ソースレポジトリであり，ソフトウェアのダウンロー
ドやソフトウェア開発の管理システムの利用が可能で
ある．ソフトウェア開発を行うプロジェクトや開発者
などの情報はデータベース 6)に保管されている．2014
年 9月時点でデータベースには ‘user group’テーブル
を含む 73個のテーブルがある．‘user group’テーブル
とは，開発者固有の IDである ‘user id’やプロジェク
ト固有の IDである ‘group id’などが記録されており，
開発者とプロジェクトの関連性に関するデータが記録
されている．
本研究では ‘user group’テーブルより，‘group id’を

もとにすべてのレコードをカウントすることで，プロ
ジェクトに参加している開発者数や，開発者数に関す
るプロジェクトの数について調査を行った．2004年 9
月時の調査結果を Fig. 1に示す．横軸はプロジェクト
に参加している開発者数，縦軸はその開発者数におけ
るプロジェクト数であり，それぞれの値の対数をとっ
た値を示している．Fig. 1によると，ある点までは線
形的に減少し，それ以降は 2つの直線で表される幅を
持った分布となった．この調査結果はシミュレーショ
ンシステムにおけるパラメータなどを定義するために
3節で使用される．
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Fig. 1: SourceForge.netにおける，プロジェクトに参
加している開発者数とプロジェクト数

3 シミュレーションシステムの概要
本研究で提案するシミュレーションシステムでは，メ

ジャーエージェントとマイナーエージェントを定義す
る．メジャーエージェントはプロジェクトの生成を行
い，マイナーエージェントがプロジェクトに参加・辞退

を行うことでソーシャルコミュニティを構築する．メ
ジャーエージェントはプロジェクトマネージャ，マイ
ナーエージェントは開発者を表す．メジャーエージェ
ントは開発するソフトウェアの設計を行うとタスク量
を決定する．マイナーエージェントはチームとしてそ
のタスクを処理する．

SourceForge.netはソフトウェアを 10個のカテゴリ
で分類している 2)．シミュレーションシステムにおい
ても同様にソフトウェアのカテゴリを定義し，メジャー
エージェントはソフトウェアを生成する際，10個のカ
テゴリの中から 1つのカテゴリを選択する．ソフトウェ
ア開発において複数のタスクがあり，カテゴリ特有の
1種類のタスクと全カテゴリに共通する 3種類のタス
クとする．カテゴリ特有のタスクとは専門的な知識を
要するタスクのことである．全カテゴリ共通のタスク
とは，ネットワーク・通信処理，データベース処理，グ
ラフィック処理であり，特定のカテゴリに限らず全ての
ソフトウェア開発に共通するタスクである．
マイナーエージェントはタスクに関するスキルを持

ち，スキルとは単位時間あたりにどの程度のタスクを
処理できるかを表す．ソフトウェアのカテゴリ特有のタ
スクを処理するためのスキルに関して，マイナーエー
ジェントは 10種類のうち複数の種類のスキルを持って
おり，知識を持っていないカテゴリに関するスキルは
0である．全てのマイナーエージェントは全カテゴリ
に共通するタスクを処理するためのスキルを持ってい
る．マイナーエージェントがプロジェクトに参加する
際，そのプロジェクトで開発を行うソフトウェアのカ
テゴリのスキルを持たないエージェントは参加するこ
とができない．1つのプロジェクトに複数のエージェン
トが参加している場合，タスクは均等に与えられる．
3.1 タスクとスキル
プロジェクトのタスク量とエージェントのスキルを
決定するパラメータを定義する．プロジェクト iに与
えられるタスクのパラメータは P k

i であり，エージェン
ト jに与えられるスキルのパラメータは Sk

j である．
3.1.1 タスクに関するパラメータ
プロジェクトにはソフトウェア開発中の 1種類以上
の開発タスクを割り当てられる．P k

i はプロジェクト i
の開発タスク kのタスク量であり，[0.0, 2.0]で与えら
れる．プロジェクト iのタスク量Piはベクトルであり，
要素は割り当てられた開発タスクのタスク量 P k

i を用
いて Pi = {P 1

i , P 2
i , ..., Pn

i }と表される．プロジェクト
に複数のエージェントが参加している場合，エージェ
ント 1個あたりのタスク量は以下のように求められる．

W k
i =

P k
i

Ni
(1)

ここで，W k
i はプロジェクト iに参加したエージェント

に割り当てられるタスク kに関するタスク量，P k
i はプ

ロジェクト iのタスク kのタスク量，Niはプロジェク
ト iに参加しているエージェントの数である．
3.1.2 スキルに関するパラメータ

Sk
j はエージェントの開発タスクごとの単位時間あた

りに処理が可能なタスク量であり，初期値は [0.0, 1.0]
でランダムに与えられる．エージェントに割り当てら
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れたタスク量を Sk
j で割ることで開発に関わる時間が

求められる．参加しているプロジェクトごとに開発時
間を求め，その和 Tjはエージェント jが開発に費やす
時間の合計を表す．

Tj =
∑

i

Tij =
∑

k

W k
ij

Sk
j

(2)

ここで，W k
ij はエージェント jに割り当てられたプロ

ジェクト iの開発タスク kのタスク量である．1ステッ
プにおける時間は有限であり，Tj はパラメータ Tlimit

を用いて 0 ≤ Tj ≤ Tlimit(0 < Tlimit ≤ 24)という制約
が与えられる．Tjが Tlimitを越えてしまう場合はエー
ジェントは新しくプロジェクトに参加することはでき
ない．
4 エージェントの行動
文献 1)において，エージェントの行動は 4種類ある．

本研究で提案するシミュレーションモデルではメジャー
エージェントとマイナーエージェントを定義し，4種類
の行動を 2つのエージェントに割り当てる．

• メジャーエージェント
– プロジェクトを生成する

• マイナーエージェント
– プロジェクトに参加する
– プロジェクトを辞退する
– 何も行動を起こさない

マイナーエージェントは 1ステップで 3つの行動から
1つを選択し，それぞれの行動アルゴリズムに従って
行動する．
4.1 プロジェクトを生成する
メジャーエージェントがプロジェクトを生成する状

況は 2つある．

• メジャーエージェント jが生成したプロジェクト
において，エージェントの負担が大きい場合，そ
のプロジェクトのタスクを担うサブプロジェクト
を生成する．

• 新しいソフトウェアが設計され，開発するための
プロジェクトを生成する．

新しいプロジェクトを生成する場合，ランダム値を
発生させ，確率 P (New)と比較し，新しいソフトウェ
アを開発するためのプロジェクトを生成する．サブプ
ロジェクトを生成する場合，評価式 Subを求め，しき
い値と比較を行うことでサブプロジェクトを生成する
かどうかを決定する．メジャーエージェントはサブプ
ロジェクトを生成する時，もととなるプロジェクトの
エージェント 1個あたりの負荷を計算し，しきい値と
比較してサブプロジェクトを生成するかどうかを決定
する．負荷の計算は各タスクごとに計算を行う．

Subk
i =

P k
i

Nk
i

(3)

{
IF Subk

i ≥ Subthreshold THENCreateProject
IF Subk

i < Subthreshold THENNotCreate

Subk
i は，プロジェクト iの開発タスク kにおけるエー

ジェント 1個あたりのタスク量であり，P k
i はプロジェ

クト iの開発タスク kに関して割り当てられたタスク
量，Nk

i はプロジェクトに参加しているエージェント
数，Subthresholdはタスクを分散するためのしきい値で
ある．各開発タスクに関して式 (3)により判別を行い，
プロジェクトのどのタスクを分散するかを決定する．決
定した分散するタスクを持つサブプロジェクトを生成
する．
4.2 プロジェクトに参加する
エージェント jは，自分が参加していないプロジェ
クトを 1つ選択する．選択されたプロジェクトに対し
て参加する確率を求め，しきい値と比較することで参
加することを決定する．参加することを決定した場合
でも，開発に費やす時間 Tj を再計算し，Tj が制約で
ある Tlimitを越える場合，プロジェクトに参加するこ
とをやめる．
4.2.1 プロジェクトの選択方法
本研究では，エージェントの行動にネットワーク成長

モデルである動的適応度を持つ Barabasi-Albert(BA)
モデル 8)を適用する．動的適応度を持つ BAモデルと
は，次数が高い点に高い確率で辺が繋がれる優先的選
択を取り入れた BAモデル 9)に動的適応度を加えたも
のである．ソフトウェアに参加するエージェントをソ
フトウェアの次数とし，エージェントが参加するソフ
トウェアを決定する際にこのモデルを適用する．ソフ
トウェア jを選択する確率は以下の通りである．

Sj =
ηjNj∑
ηjNj

(4)

ここで，ηjはソフトウェアの適応度，Njはソフトウェ
アに参加しているエージェント数である．適応度 ηjは
時間経過とともに減少する値であり，適応度を動的に
変化させることで，コミュニティの成長・安定・減退
を表すことができる．
4.2.2 プロジェクトに参加する確率
プロジェクトに参加する確率は，プロジェクトのタ
スク量とエージェントが持つスキルよりタスクの達成
度が求められる．この時，プロジェクトのカテゴリに
関するエージェントのスキルが 0の場合は確率を 0と
し，スキルを持っている場合はその値に基づいて計算
を行う．プロジェクト iに参加する確率は以下の通り
である．

Jij =

∑n
k=1(P

k
i − ∑

j=1 Sk
j )∑n

k=1 P k
i

(5)
{

IF Jij ≥ Jthreshold THENJointProject
IF Jij < Jthreshold THENNotJoin∑n

k=1(P
k
i −∑

j=1 Sk
j )は，プロジェクト jのタスク量

からエージェントのスキルを引くことで，その時点で
どの程度のタスクが未達成であるかを求め，全体のタ
スク量

∑n
k=1 P k

i で割ることで割合を求める．この値が
しきい値 Jthresholdを越えるとエージェントはプロジェ
クトに参加する．
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4.3 プロジェクトを辞退する
マイナーエージェント jがプロジェクトに参加する

行動のアルゴリズムは以下の通りである．

1. エージェント jは，自分が参加しているプロジェ
クトを 1つ選択する．

2. 選択されたプロジェクトに対して辞退する確率を
求める．

3. プロジェクトを辞退するしきい値と比較し，辞退
するかどうかを決定する．

手順 2で求められる確率は以下の式 (6)で求められる．

Lij =
n∑

k=1

(
P k

i

Nk
i

− Sk
j ) (6)

{
IF Lij ≥ Lthreshold THENLeaveProject
IF Lij < Lthreshold THENNotLeave

P k
i

Nk
i

はタスク kに関してエージェント 1個あたりに割
り当てられたタスク量であり，エージェント j のスキ
ル Sk

j との差を求めることでエージェントの負荷の大
きさを求める．Lthresholdはしきい値であり，エージェ
ントの負荷 (Lij)がこの値を越えるとプロジェクトを
辞退する．

5 利他行動によるプロジェクトへの参加
利他行動とは仲間の利益のために自己を犠牲にする

行動である．ソフトウェア開発のシミュレーションシ
ステムの利他行動では次のような挙動が見られる．マ
イナーエージェントは自身の負担は増え参加している
プロジェクト自体の負荷が増えることになる．しかし，
タスク量に対して参加しているエージェント数が少な
い他のプロジェクトに参加する．つまり，エージェン
ト j1が参加しているプロジェクト i1 のエージェント
が，エージェント j2が参加しているプロジェクト i2に
協調的に参加する．これにより個々のソフトウェアの
開発効率は低下するものの，全体の開発効率の向上に
つながると考えられる．
5.1 エージェント間の関連性
シミュレーションを通して形成されるコミュニティ

において，エージェントはプロジェクトに参加すると
き，プロジェクトにすでに参加している他のエージェ
ント 1個を選択し，リンクを張る．リンクがエージェ
ント間の関連性を表しており，2個のエージェント間
にリンクが直接的に張られていなくても，いくつかの
エージェントを介することで希薄ではあるが関連性が
見られる．このようにエージェント間に存在するリン
クの数を距離と定義する．
5.2 行動アルゴリズム
マイナーエージェント j1が利他行動を行うアルゴリ

ズムは以下の通りである．

1. ランダム値を発生させ，確率 P (Alt)と比較し，利
他行動を行うかどうかを決定する．

2. 利他行動を行うことを決定した場合，距離 r以内
でリンクしているエージェント j2を選択する．

3. エージェント j1が参加しているプロジェクト i1の
全てのエージェントは，選択されたエージェント
が参加しているプロジェクト i2に関して評価式を
求め，プロジェクト i2に参加するかどうかを決定
する．

ここで，P (Alt)および rはあらかじめ与えられる値で
ある．手順 3において用いられる評価式は以下の通り
である．

Rlm × Pi

Ni
≥ Athreshold (7)

ここで，Rlmはプロジェクト i1のエージェントがプロ
ジェクト i2のエージェントと r以内の距離でリンクが
あれば 1，そうでなければ 0である．Piはプロジェク
ト i2のタスク量，Niはプロジェクト i2のエージェン
ト数，Athresholdはしきい値である．利他行動で参加す
る場合も，Tjが Tlimitを越える場合は参加できない．
6 シミュレーション
ソフトウェアのタスクやエージェントのスキルを取
り入れ，シミュレーションを通して形成されたコミュニ
ティとエージェントの行動の関連性の調査を行う．メ
ジャーエージェントは 1,000個，マイナーエージェント
は 20,000個で行う．マイナーエージェントの行動アルゴ
リズムに用いられるパラメータにおいて，Jthreshold =
{0.0, 0.5, 1.0}，Lthreshold = {0.0, 0.5, 1.0}を適用した
9パターンのパラメータセットでシミュレーションを
行った．
6.1 シミュレーション結果
シミュレーションによって形成されたコミュニティ

に関して，参加しているエージェント数とソフトウェ
ア数の関連性を Fig. 2(a)に示す．横軸は参加している
エージェントの数の対数，縦軸はソフトウェアの数の
対数である．Fig. 2(a)にはシミュレーション結果に加
え，分布を示す曲線が描かれており，9パターンのパラ
メータセットにおいてこのような近似曲線が描かれる
ことがわかった．
近似曲線は，極座標方程式によって求められる曲線

である．また，横軸のある点を境に幅 δを持った分布
を示している．極座標方程式および幅 δは角度 θを用
いて以下の式で求められる．

r = a(θ) × θ (8)

a(θ) = 0.07 − 0.07 × θ

2π
r = a(θ) × θ − δ (9)

δ = 1.6 × θ − θ1

2π
(θ1 ≤ θ)

ここで，θ1 とは分岐を開始する点を表す角度を表す．
どのようなパラメータにおける結果でも，式 (8)と式
(9)で表される曲線で近似されることが分かった．
次に，ソフトウェアに参加しているエージェント数

とマイナーエージェントの行動の関連性について考察
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する．Fig. 2(b)はソフトウェアのエージェント数とソ
フトウェアに参加したエージェント数と辞退したエー
ジェント数の関連性を同時に表している．横軸はソフ
トウェアのエージェント数，縦軸はそれぞれの行動し
たエージェント数を表す．参加と辞退，どちらにおい
てもエージェント数が多いソフトウェアほど値が線形
的に上昇している．また，ソフトウェアのエージェン
ト数とソフトウェアのタスク量およびソフトウェアの
適応度の関連性について Fig. 2(c)に表す．横軸はソフ
トウェアのエージェント数，縦軸はそれぞれの値を表
す．タスク量と適応度が高いほどソフトウェアのエー
ジェント数が高くなることを表す．式 (4)より，適応度
が高いほどエージェントに選択されやすくなり，かつ，
式 (5)よりタスク量が多いほど参加しやすくなるため
だと考えられる．

Fig. 2(d)はソフトウェアのタスク量と辞退したエー
ジェントの関連性を示している．横軸はソフトウェア
のタスク量，縦軸は辞退したエージェントの数である．
タスク量が [0.0, 1.5]の範囲では，ソフトウェアを辞退
したエージェントは少ない．これは，エージェント 1
個あたりのタスク量が小さいため，開発に参加してい
ても負荷が少ないと判断するためである．タスク量が
[1.5, 5.0]の範囲では，多くのエージェントが辞退して
いる．これはエージェント 1個あたりのタスク量が大き
く，辞退するエージェントが増えたためである．式 (6)
より，タスク量が多い場合だけでなく，エージェント
のスキルが小さい場合に確率が高くなる．スキルを多
く持たないエージェントが参加と辞退を多く行ったた
めにこのような結果が得られた．タスク量が [5.0, 8.0]
の範囲では，ソフトウェアを辞退したエージェントは
少ない．式 (5)より，ソフトウェアのタスク量が多い場
合，多くのエージェントが参加しやすくなる．そのた
め，エージェント 1個あたりのタスク量が小さくなり，
辞退するエージェントが少なくなる．タスクがある量
を越えた場合，エージェントが結託して開発に取り組
むと考えられる．

7 利他行動を適用したシミュレーション結果
エージェントの行動に利他行動を適応したシミュレー

ション結果を Fig. 3(a)に示す．横軸はソフトウェアの
エージェント数の対数，縦軸はソフトウェア数の対数
である．

Fig. 2(a)と比較して，エージェント数の対数が 0.0 ∼
0.5においてはソフトウェアの数が減少し，エージェン
トの数の対数が 0.5 ∼ 1.5においてはソフトウェアの
数が上昇している．この結果より，利他行動によって
エージェントが参加することでコミュニティの成長が
見られたと言える．
7.1 シミュレーション結果の比較
利他行動なしのシミュレーション結果と利他行動あ

りでのシミュレーション結果の比較する．比較する項
目として，全体のソフトウェアの開発に要する時間の
平均と，タスク量と辞退したエージェントの数の関連
性である．
開発効率について，利他行動を適用していない場合

と適用した場合のシミュレーション結果を以下の Table
1に示す．ここでは，ソフトウェアの開発効率に関し
て，シミュレーションを通して生成されたソフトウェ
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Fig. 2: シミュレーション結果
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アのうち，開発に参加しているエージェントが 1個で
も存在するソフトウェア数とその開発時間の平均を示
している．開発時間の平均を比較すると，‘利他行動あ
り’の場合では，‘利他行動なし ’の場合の半分以下であ
ることがわかる．利他行動によってより開発に適した
コミュニティが形成されたために，このような結果が
得られたと考えられる．
次に，ソフトウェアのタスク量と辞退したエージェ

ントの数の関連性について検討する．Fig. 2(d)と Fig.
3(b)は横軸はソフトウェアのタスク量，縦軸は辞退し
たエージェント数であり，Fig. 2(d)は ‘利他行動なし ’
のシミュレーション結果，Fig. 3(b)は ‘利他行動あり’
のシミュレーション結果である．‘利他行動なし ’の結果
(Fig. 2(d))では，タスク量が 1.5 ∼ 5.0のソフトウェア
を辞退したエージェントが多いことを表している．こ
れらのソフトウェアに関して，‘利他行動あり’の結果
(Fig. 3(b))では，辞退したエージェント数が減少して
いる．利他行動によってタスクが分散されるため，辞
退したエージェント数が減少したと考えられる．利他
行動を適用した場合，開発に参加しているエージェン
トが 1個でも存在するソフトウェアの数は増加し，開
発時間の平均は減少している．これは，利他行動によっ
て辞退したエージェントの数が減少したため，エージェ
ントが 1個も参加していていないソフトウェアが減少
したと考えられる．

Table 1: ソフトウェアの開発時間の平均

ソフトウェアの数 開発時間の平均
利他行動なし 6555 7.70
利他行動あり 26119 3.74

謝辞
本研究の一部は，JSPS 科研費 25330366の助成を受

けたものである．
8 おわりに
ソフトウェア開発において，実際に SourceForge.net
のプロジェクトなどのデータを取得し，分析結果をも
とに開発のタスクやエージェントのスキルを取り入れ
た環境を開発し，エージェントの行動に利他行動を取
り入れたシミュレーションを行った．利他行動を取り入
れていない場合の結果と比較して，ソフトウェア開発
に要する時間が半分程度に減少する結果となった．ソ
フトウェア開発において利他行動を取り入れることで，
全体としての開発効率が向上したと言える．
今後は，ソーシャル活動に対する応用事例として，

Facebookの投稿におけるソーシャルコミュニティに関
して，利他行動によるコミュニティの成長を促進する
手法の提案を行う．
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相互通信と外界センサを持たないロボット少数台が示す
“知的”挙動

○伊丹哲郎 （ロボット産業振興会議）

‘Intelligent’ Behavior By A Few Robots
Without Apparatuses for Mutual Communication

∗ITAMI Teturo (Robotics Industry Development Council)

Abstract– A group of a few macroscopic robots with neither apparatuses for mutual communication nor
external sensors is shown to give an intelligent behavior. Four(N0 = 4) robots make an object track an
required path in a plane region surrounded by walls. This is done by changing our viewpoint of describing
purely Newtonian systems from mechanical one to number density picture even for systems with a few
robots.

Key Words: Intelligent behavior, Robots with neither apparatuses for mutual communication nor external
sensors, Group robots with a few robots, Boltzman distribution, Broadcast control

1 はじめに
本研究は，スォーム・ロボティクス 5) の視点から知

的挙動の創発を図るもの，と位置づけられる．ロボッ
トは「巨視的」であって ∼ 1[m]，∼ 1[kg]のオーダの
大きさを持ち，∼ 1[s]オーダの時間で仕事をするシス
テムを対象とする．ロボットが群れをなすシステムに
ついて，これまでさまざまな研究があるが，そこでは
ロボット間の相互作用が強調されることが多い．さら
に一般にロボティクスにおいては，「衝突しない」こと
が目標の一つをなす．これら相互作用や衝突フリーは，
相互通信や外界を知るセンサのロボットへの搭載を前

提とする．それでは，
•

で
•

き
•

る
•

だ
•

け
•

少
•

数
•

個の
•

簡
•

素
•

な ロ
ボットを集めたシステムを考えることに，意味がある
だろうか．ロボットの台数は，多くても ∼ 100台てい
どに抑えたい．ロボットは「簡素」に作ってあるため，
外界センサによる環境の認識などはしない．ましてや
互いの通信は，想定さえしない．こんなロボットを集
めたとして，一体何ができるのか，という疑問につい
ては，ブラウン運動やブラウン・モータ 1)にヒントが
ある． われわれの簡素ロボット群とブラウン運動 (あ
るいはブラウン・モータ) の比較は次の通りである．

• ロボット⇔液体分子

• 物体⇔被駆動部 (花粉粒子相当)

すなわちロボットを液体分子のように動かすことがで
きれば，物体を花粉のように意のままに操れるはずで
ある．そこで本研究でも，モノをある決まった軌道に
沿って動かすこと，を簡素ロボット群の仕事の目標と
する．しかしわれわれのロボットが巨視的，ブラウン
運動は微視的という自明な差のほかに，両システムは
次の点で大きく異なる．

• いくら多くても 104 台？⇔∼ 1023 個の液体分子

• 温度場で，ロボットは動ない⇔液体分子は動く

• 純粋な古典力学系⇔確率システム

この第２，３項に列挙した差について，われわれは以
下の左に示した項目を設定してきた 2, 3)．

• ポテンシャル信号⇔温度場

• リウビル方程式⇔ランジュバン方程式

すなわち図 1に示した通り，ポテンシャル信号 Vcnt(の

Fig. 1: Conceptual design.

位置による偏微分)を各ロボットにブロードキャストす
る構成をとった．ここで Vcntは物体の希望軌道 X⃗req(t)
に応じたフィードフォワード uFF と，計測される軌道
X⃗の偏差によるフィードバック uFB の和とした．また
ロボット群はニュートン方程式に厳密に従う古典力学
系であるため，これをリウビル方程式の形に変換した．
すわわち，ロボット群を各ロボットの位置，速度では
なく，ある範囲の位置，速度を取るロボットの個数密
度で記述した．個数密度としては，統計力学的な平衡
分布を使うものとした．
しかしロボットの個数については，これまで明確な

議論をしていない．そこで本稿では，衝突エネルギー
の交換過程の分析により，ロボット群の平衡分布

fv = C · exp (−β̃E) (1)

による記述の妥当性を，ロボット少数台に対して確認
する．なお (1)で，β̃−1 は指数分布の形を特徴づける
パラメータでエネルギーの次元を持ち「温度」と呼ぶ．
またEはシステムのエネルギーであり，C はシステム
のロボット台数を決める比例定数である．今後 (1)を
ボルツマン分布と呼ぶ．
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結果としてフィード・フォワードを (1)で計算でき，
4台でも物体運動を制御できる．これにより，分布 (1)
の制御により，簡素なロボットを活用した搬送システ
ムが可能となる．
はじめに 2 で，少数系のボルツマン分布への接近の

タイミングを確認する．次いで，ブラウン運動にヒン
トを得た，巨視的な物体を動かす群ロボットのシステ
ムを，これまでの研究 2, 3)のまとめとして 3 で整理す
る．シミュレーションは 4で与え，特定の X⃗req(t)の
トラッキングについてのフィード・フォワードの制御
成績と，その PDフィードバック補償を示す．まとめ
と今後の課題は 5 で述べる．

2 少数系の統計力学
統計力学は，ありとあらゆる可能な状態が等しい確

率で出現する，とする「等重率の原理」に基礎づけら
れている．そしてボルツマン分布 (1) は統計力学の結
果である．であるとすれば，あらゆる可能な状態が出
尽くして等重率が成り立つ段階になってはじめて，(1)
式を使える，と考えるのが論理的である．しかし文献
4) によれば，多数の個体のあいだでのエネルギー交換
システムでは，ボルツマン分布は等重率が成立する遥
か前に成立する．すなわち，時間的な推移の順序は

1. 集団にわたるボルツマン分布

2. 各個体のボルツマン分布

3. 等重率

となる．さらに個体が N 個であってこれらがM 個の
エネルギー塊を交換するときは，等重率の原理からエ
ネルギー塊をm個もつような個体の数の分布が

f(m) =
N−1CM−m

NCM
(2)

と計算される．そしてこの (2)の分布はM，Nが∼ 5て
いどであっても十分に指数関数の分布C×e−β̃mでフィッ
ティングできるのである．指数関数フィッティングと等
重率から導かれる分布との誤差は，たとえばN = 4エー
ジェントでM = 3チップを交換するときでも 1.2[%]
に過ぎない．従って少数系のエネルギー分布に対して
も，(1)式を用いてよい．
以下で具体的な計算をして，文献の主張を確認する．

続いてわれわれのロボット群にこの主張を適用し，(1)
を使う妥当性を確認する．
はじめに，図 2に示したエネルギー交換の原型モデ

ル を研究する．われわれは初期にロボットを平面上で

Fig. 2: Exchanging M = 5 tips among N = 4 agents.

物体から見て東西南北のどこかに配置するとして，そ
の最小限の N0 = 4 を本稿では研究する．このため原
型モデルでも，エネルギーを授受するエージェントは

N = 4とする．またエネルギー塊はいくつでも良いが，
可能なエネルギー範囲を分割する切りのよい値として
M = 5分割，つまりM = 5個のチップが交換される，
と設定する．図 2 のシステムに出現するあらゆる状態
を書き下すと，表 1 の通り 56個ある．それは，エー

state T E K C

1 5 0 0 0
2 4 1 0 0
3 4 0 1 0
4 4 0 0 1
5 3 2 0 0
6 3 1 1 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
54 0 0 2 3
55 0 0 1 4
56 0 0 0 5

Table 1: M = 5 resources among N = 4 agents

ジェント TがM = 5チップを独占する状態#1から，
Cが独占する#56までである．ちなみに図 2 では，な
んらかの初期分配から出発して状態#5まで来ている．
ここで，たとえばサイコロを振るなりして Eから Tに
チップを渡すことになったとすると，結果は状態#2で
ある．さらに次いでTからKにチップが渡ったとする
と状態は #6に推移している．このように状態は推移
していく．しかしすべての 56状態が平等に出現するに
は，相当の回数の授受プロセスが必要であろうことは
想像に難くない．状態の出現頻度の標準偏差を平均値
に対して図 3の青実線で示した．すると，等重率が成

Fig. 3: Error of apriori equal probability and that of
Boltzmann distribution fitting for M = 5 tips ex-
change among N = 4 agents.

り立つ段階では標準偏差がゼロ，つまりその対数は負
の無限大とならねばならない．しかしたかだか 200回
のチップ授受では，その −∞になるべき偏差 (と平均
値の比の log)はせいぜい ∼ −0.5でしかない．すなわ
ち，状態の出現頻度はまったく不平等なままである．た
だ青線はゆるやかに下降しており，非常に遠い将来に
は晴れて等重率が成立と予想される．しかしこの早い
段階ですでに，エネルギー分布はほぼフィッティング
値 1.632× e−0.488×mに達していて，緑線は横軸に平行
に推移している．これは文献の主張を裏付けるもので
ある．

続いて実際のN0 = 4個のロボット群で，エネルギー
範囲をM = 5に分割した系の結果は図 4 の通りであ
る．ここでは分子動力学系として計算しているので，壁
も物体もない．ゆえに互いの衝突でのみ，ロボット間で
エネルギー交換がなされる．すなわち緑破線が図 2の
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Fig. 4: Distributing kinetic energy in 5 bins among 4
robots.

チップ交換のタイミングに対応する．ここでは数回の
エネルギー交換で，すでにボルツマン分布への接近が
はかれている．実システムでは壁も物体もあって，こ
れを介したロボット間のエネルギー交換がより頻繁に

起こる．すなわち (1)式への接近性が
•

よ
•

り早いと予想
される．

3 巨視的なブラウン運動
ブラウン運動に着想を得たわれわれの群ロボットの

システムにあっては，液体分子としてのロボットが花
粉粒子としての物体を動かす．ロボットも物体も巨視
的であるから，そこでは物理過程のすべてを古典力学
で完全に記述できる. しかし物体位置 X⃗(t) の設定値
X⃗req(t) へのトラッキングをポテンシャル力 Vcnt(x⃗; t)
の条件として書き下すことは，原理的に困難である. そ
れは，ニュートン力学はロボット群，物体すべての初
期位置と速度の情報を必要とするからである. またた
とえそれら初期条件の詳細が分かったとしても，ポテ
ンシャル力を書き下すことは，ロボット数が増えれば，
困難である. そこでわれわれは

• ロボット群の状態をボルツマン分布で近似し，

• ロボット群から物体への衝突力 F⃗colを具体的に計
算する．

• その F⃗col作用の下で，物体はニュートン力学に従っ
て動く，

と考える. このようにすれば，物体のトラッキング条
件は容易にポテンシャル力の条件として書き直せる.

3.1 ニュートン方程式

位置 x⃗R にあるロボット R には， 速度 v⃗R に
比例するマサツ力 −γv⃗R とともに，制御ポテンシャ
ル Vcnt(x⃗R; t)，物体との衝突 VB(|x⃗R − X⃗|)，壁反力
VR0(x⃗R)および x⃗R′ にある別のロボット R′ との衝突
のポテンシャル Vcol(|x⃗R− x⃗R′ |)が作用する．そこでロ
ボットの外場ポテンシャルを

V (x⃗; X⃗; t) ≡ Vcnt(x⃗; t) + VR0(x⃗) + VB(|x⃗− X⃗|) (3)

とまとめると，ロボットは運動方程式

m ˙⃗vR = − ∂

∂x⃗R
V (x⃗R; X⃗(t); t)

− ∂

∂x⃗R

∑
R′ ̸=R

Vcol(|x⃗R′ − x⃗R|)− γv⃗R (4)

に従う．一方，位置 X⃗ の物体には VB によるロボット
からの衝突力

F⃗col = −
∂

∂X⃗

N0∑
R=1

VB(|x⃗R − X⃗|) (5)

とポテンシャル VB0で記述される壁からの反力および
マサツ力 −δV⃗ が作用する．そこで物体の運動方程式
は，速度 V⃗ として

M
˙⃗
V = F⃗col −

∂

∂X⃗
VB0(X⃗)− δV⃗ (6)

である．

運動方程式 (4)と (6)は，速度の定義 ˙⃗x = v⃗と ˙⃗
X = V⃗

を含めて制御理論の意味での状態方程式をなす．1個の
物体とロボットN0台の 2次元位置，速度が 2×2×(1+
N0)次元の状態変数 X⃗ である．また観測方程式は，物
体の位置のみが計測対象であるため，2× 2× (1 +N0)
次元の状態ベクトル X⃗ を 2次元の X⃗ に行列 Cで射影
する X⃗ = CX⃗ になる．われわれはロボット群を，ポテ
ンシャル Vcnt(x⃗; t)を時々刻々に変形することで運動さ
せ，ロボット群が物体に衝突することで出力 X⃗ を希望
する X⃗req にトラックする．そこで操作入力 u は Vcnt
の「形」であって，これが作用するのはロボットの速度
v⃗Rであり物体の速度ではないこと，を改めて注意して
おく．なお制御ポテンシャル Vcnt のあらわな時間 tへ
の依存性は，ゆいいつこの入力 uを介したものである．
以上の制御スキームにあって問題となるのは，以下

である．

• 時間関数 X⃗req(t)を与えた下で，適切な時間関数
uが存在するかは自明でない．

• さらに理論の上で存在したとしても，状態方程式
が１階常微分方程式であることにより，この uは
各ロボットの位置と速度の初期値に依存する．しか
し計測するのは物体の位置 X⃗ のみであり，ロボッ
トの初期配置は不明である．

• またロボット台数 N0 が増えると uの計算が複雑
さを増すことは言うまでもない．

そこで本稿では，uを制御論的な状態方程式に基づい
て計算することは避ける．具体的に線形の Vcntを対象
として，統計力学的手法により具体的に uを計算する．
しかし任意の時間関数 X⃗req(t)を設定できるか，は自
明でない．また物体個数を本稿では 1としたが，これ
が複数台ならどうなるか？これらは制御理論的に分析
する必要があり，将来の課題とする．

3.2 リウビル方程式と平衡分布

ロボットの運動方程式 (4)は，ラグランジアン

L = e
γ
m t{

N0∑
R=1

(
m

2
v⃗2R − V (v⃗R; X⃗; t)

−
∑

R′ ̸=R′′

Vcol(rR′R′′))} (7)
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から導くこともできる．正準運動量を公式通りに計算
すれば，

p⃗R =
∂L

∂v⃗R
= e

γ
m tmv⃗R (8)

次のハミルトニアンによる正準方程式がロボット系を
記述する．

H =

N0∑
R=1

v⃗R · p⃗R − L

=

N0∑
R=1

H0 +Hint(x⃗1, · · · , x⃗N0) (9)

このハミルトニアンが自由パート

H0 = e−
γ
m t p⃗

2

2m
+ e

γ
m tV (x⃗; X⃗; t) (10)

と衝突パートHintの和に分離できることから，個数密
度を表す次の関数

f(x⃗1, p⃗1, · · · , x⃗N0 , p⃗N0 ; t) (11)

を用いてリウビル方程式を具体的に設定できる．すな
わち 2体分布関数を

f2(x⃗N0−1, p⃗N0−1, x⃗N0
, p⃗N0

; t) ≡∫
dx⃗1 · · ·

∫
dp⃗N0−2f (12)

また 1体分布関数を

f1(x⃗N0 , p⃗N0 ; t) ≡
∫
dx⃗N0−1dp⃗N0−1f2 (13)

として，リウビル方程式が次になる．

∂f1
∂t

+ [f1, H0] = −(N0 − 1)

×
∫
dx⃗N0−1dp⃗N0−1[f2, Vcol(rN0,N0−1)]

(14)

(14)右辺をゼロとできるのであれば，十分に遅い時間
変化を想定したうえで，

feq1 (x⃗, p⃗; t) ≡ C1e
−βH0(x⃗,p⃗;t) (15)

という平衡分布が (14)を満たす．計測できるのは運動
量 p⃗でなく速度であるから，

v⃗ = e−
γ
m t p⃗

m
(16)

によりハミルトニアンを書き直しておく．自由パートは

H̃0(x⃗, v⃗; t) ≡ e−
γ
m tH0(x⃗, p⃗; t)

=
m

2
v⃗2 + V (x⃗; X⃗; t) (17)

であり，比例定数と温度パラメータを書き直して，

Cv(t) ≡ m2e2
γ
m tC1 (18)

β̃(t) ≡ e
γ
m tβ (19)

平衡分布は

feqv (x⃗, v⃗; t) = Cv(t)e
−β̃(t)H̃0(x⃗,v⃗;t) (20)

になる．
ふたつの未知パラメータ Cv および β̃ は，ロボット

台数がN0であり全エネルギーが Etotであること，の
２条件から計算される．ロボット台数N0 の計算は

N0 =

∫
d2v⃗

∫
d2x⃗fv(x⃗, v⃗; t) (21)

であり，全エネルギーは

Etot =

∫
d2v⃗

∫
d2x⃗fv(x⃗, v⃗; t)H̃0(x⃗, v⃗; t) + EObj (22)

である．ここで (22)中の EObj は，物体の運動エネル
ギーと物体への壁反発エネルギーの和である．計算の
便宜のため Iv[β̃(t)] ≡

∫
d2v⃗e−β̃(t)

m
2 v⃗

2

と Ix[β̃(t); t] ≡∫
d2x⃗e−β̃(t)V (x⃗;X⃗(t);t) を導入する．ロボット台数は

N0 = CvIvIx (23)

また全エネルギは，β̃ による偏微分を
′ ≡ ∂

∂β̃
と略記

して，

Etot = Cv(−I
′

v)Ix + CvIv(−I
′

x) + EObj (24)

と計算される．さらに (24)を (23)で除すると，

f(u, β̃) =
−I ′

v

Iv
+
−I ′

x

Ix
(25)

を定義しておけば

Etot = N0 × f(u, β̃) + EObj (26)

である．すなわち (25)の f は，ロボット１台あたりに
分配されたエネルギーである．
時間初期 t0 では物体の運動方程式 (6)にポテンシャ

ル形状 u(t0)と物体の位置 X⃗(t0)，速度 V⃗ (t0) を代入し
た式と，Etot(t0)とEObj(t0) が分かっている (26)とを
連立して u(t0)と β̃(t0) が計算できる．その β̃(t0)の結
果を (23)に代入して Cv(t0)を得る．これらの連立式
は 3式であるから，ポテンシャル形状 u(t0)が n個の
未知パラメータで決まるとすると，それらに対する 2
個の関係式を強制することになる．
しかし物体の運動を制御するのはポテンシャル

Vcnt(x⃗; t)の時々刻々の操作であり，全エネルギは時間
変化する．さらにマサツによるエネルギ散逸もあり得
る．すなわちエネルギが与えられる初期以降の任意時
点 tでは全エネルギ Etotの値は不明である．そこで初
期値を与える１階の常時間微分方程式で温度パラメー
タ β̃ を決めることにする．このために先ず運動方程式
(4)と (6)を使って，全エネルギの時間微分を計算する．

dEtot(t)

dt
= −γ

N0∑
R=1

v⃗2R − δV⃗ 2 +
∂

∂t

N0∑
R=1

Vcnt(x⃗R; t) (27)
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物体とロボットの衝突エネルギVB(|x⃗−X⃗|)は (27)の計
算プロセスで相殺する．全エネルギの統計平均 (26)の時
間微分が，時間微分 (27)の統計平均に等しい，d

dtEtot =
dEtot

dt ，と仮定すれば，

N0
df

dt
+
dEObj
dt

= −2γ

m
N0

1

β̃(t)
− δV⃗ 2 +N0

∂Vcnt
∂t

(28)

を得る．これは

df

dt
=
∂f

∂u
u̇+

∂f

∂β̃(t)−1

˙̃
β(t)−1 (29)

を使うことで，β̃(t)−1の常微分方程式に導く．これを
初期値 β̃(0)−1 の下で時間積分して，任意時点の温度パ
ラメータが計算される．もちろん β̃−1(t)の計算のため
には，操作入力 u(t)の計算が平行して行われているこ
とが前提である．
物体の運動方程式は

M
˙⃗
V = F⃗col(X⃗, V⃗ ; t)− ∂

∂X⃗
VB0(X⃗)− δV⃗ (30)

であり，質量M と加速度 ˙⃗
V の積はロボットによる衝

突力 F⃗colと壁反力− ∂

∂X⃗
VB0 およびマサツ力−δV⃗ の和

に等しい．ポテンシャル力は形のパラメータ uで決ま
る．このパラメータを温度パラメータ β̃−1と同時に各
時点 t で決める．
実際には

Vcnt(x⃗; t) = α1(t)x1 + α2(t)x2 (31)

と線形に選ぶ．このとき ∂Vcnt

∂x⃗ = α⃗ となり，これはロ
ボット位置 x⃗に依存しない．すなわちロボットに位置
センサを搭載する必要がない．この α⃗は，物体の 2成
分の運動方程式 (30)を 1元の，(29)と連立し，β̃−1と
同時に計算する．

3.3 衝突による力 F⃗col の計算
分布関数を使って，ここでは物体に作用するロボッ

トの衝突力を計算する．強調されるのは，物体が
•

ロ
•

ボ
•

ッ
•

トに対する外場ポテンシャル V (x⃗; X⃗(t); t)の正勾配
に沿って動く，ことである．ロボットが V の負勾配に
沿って動いていることは断るまでもない．
ロボットが平衡分布にあると仮定して，ロボットが及

ぼす物体への衝突力を計算する．物体への力は図 5 の
配位に従って計算できる．時間 dtの間に進む衝突過程
を考える．ロボットが物体に及ぼす力積がMdV⃗ ′，位
置 x⃗，速度 v⃗のロボットが速度幅 d2v⃗r に d2N = N0 ×
feqv (x⃗, v⃗; t)d2v⃗r 個，その存在領域は dS = D × Lの平
行四辺形の中，とすると，ロボット群が物体に与える
力は次で計算できる．

F⃗col =
1

dt

∫ 2π

θ=0

∫ ∞

vr=0

∫ 3π
2

ϕ=π
2

MdV⃗
′
d2NdS (32)

以下で各項の詳細説明を行い，特に V⃗ = 0でどのよう
な力の式になるか，に注目する．まず衝突の相対速度
ベクトル v⃗r を絶対値 vr と角度 ϕでパラメトライズす

る．ベクトル θ⃗x1 を，物体中心から衝突点 x⃗への方向
ベクトルとしよう．角度 ϕを，ベクトル θ⃗x1 に平行に
とった θ⃗// x1 から測る．範囲

π
2 < ϕ < 3π

2 だけの ϕで
衝突が起こり，これは負値の cosϕに導くことに注意し
よう．衝突の反発係数を eとすれば，ロボット衝突に
起因する物体速度の増分は

dV⃗
′

= −|dV⃗
′
|θ⃗x1

= − (1 + e)(−vr cosϕ)
1 + M

m

θ⃗x1 (33)

である．この (33)で増分 dV⃗
′
が θ⃗x1 と逆方向であるこ

とを強調した．単位面積の中には

d2N = fv(x⃗, v⃗; t)d
2v⃗r

= Cve
−β̃( 1

2mv⃗
2+V (x⃗;X⃗;t))d2v⃗r (34)

個のロボットが有る．図 5を見れば |x⃗ − X⃗| = RB と

Fig. 5: Collision process of object with robots in sta-
tistical mechanics.

分かるが，このため (34)の指数関数で e−β̃VB(|x⃗−X⃗|) は
正の定数 cB = e−β̃VB(RB) になっている．関数

g(x⃗; t) ≡ e−β̃(Vcnt(x⃗;t)+VR0(x⃗)) (35)

を使って (34) を簡潔にあらわすと，

d2N = Cv × cB × g(x⃗; t)e−β̃
1
2mv⃗

2

d2v⃗r (36)

である．注意すべきは d2N があきらかに正であること
である．これらのロボットの相対速度は v⃗r ∼ v⃗r+dv⃗r で
ある．時間間隔 dtのあいだに物体の線要素 L = RBdθ
には

dS = L×D = RBdθ(−vr cosϕ)dt (37)

にあるロボットだけが物体に衝突できる．この面積要素
dSは，cosϕが負であるため，正値をとる．個数 d2N×
dS だけのロボットそれぞれが，物体に力積MdV⃗

′
を

与える．この力積を，全方向 θ = 0 ∼ 2πにわたり，相
対速度の絶対値の可能な値すべてについて，なおかつ
ϕ = π

2 ∼
3π
2 の範囲で積分すると，ロボットから物体

に及ぼす力が得られる．ロボットの v⃗r が物体の速度 V⃗
に対する相対速度であることから，この衝突力は V⃗ に
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も依存する．

F⃗col(X⃗, V⃗ ; t) = − 1

dt

∫ 2π

θ=0

∫ ∞

vr=0

∫ 3π
2

ϕ=π
2

M
(1 + e)(−vr cosϕ)

1 + M
m

θ⃗x1

×CvcBg(x⃗; t)e−β̃
1
2mv⃗

2

d2v⃗r

×RBdθ(−vr cosϕ)dt (38)

この積分を，特に物体が静止 (V⃗ = 0)している場合
について，実行すると興味深い結果になる．量 e−β̃

m
2 v

2
r

と cos2 ϕを含む積分に公式 d2v⃗r = vrdvrdϕを適用する
と，関数 g(x⃗; t)θ⃗x1に負の定数−cをかけたものが残る．
この負であることは dV⃗

′
= −|dV⃗ ′ |θ⃗x1 のマイナス号に

起因している．引き続いて−c× g(x⃗; t)θ⃗x1を θ にわた
り積分するときには，衝突点では x⃗ = X⃗+RB θ⃗x1であ
ることに注意する．計算を進めるにさいして，関数 g
を級数展開しておく．g(x⃗; t) = g(X⃗; t)+RB θ⃗x1 · ∂g∂X⃗ +

O(RB
2)．任意のベクトル a⃗に対して

∫ 2π

0
dθθ⃗x1 = 0 と∫ 2π

0
dθ(θ⃗x1 · a⃗)θ⃗x1 = πa⃗ が成り立つから，最終的に積

分 (38)は，

F⃗col|V⃗=0 = −c
∫ 2π

θ=0

dθg(x⃗; t)θ⃗x1

= −cRBπ
∂g(X⃗; t)

∂X⃗
+O(RB

2)

= +cRBπβ̃e
−β̃(Vcnt(X⃗;t)+VR0(X⃗))

× ∂

∂X⃗

(
Vcnt(X⃗; t) + VR0(X⃗)

)
+O(RB

2) (39)

となる．物理の教科書どおり，ロボットはポテンシャル
V (x⃗; X⃗; t)の負勾配に沿って動く．しかし (39)によれば，
ロボットが感じているポテンシャル Vcnt(x⃗; t)+VR0(x⃗)
は，物体をその正勾配に沿って動かしている．ロボッ
ト群は高いポテンシャル値 Vcnt + VR0を持つところか
ら，そのより低い領域に流れ出す．そこで物体へのロ
ボットの衝突力はポテンシャル値がより低い領域の方
が大きくなるのである．このためロボット群は物体を，
ポテンシャル値の低いところから高いところへと押し
出すことになる．これが，なぜ (39)で衝突力 F⃗ の計算
式にプラスが出てくるか，の物理的な理由である．

4 シミュレーション
4.1 数値計算

パラメータは 3個あり対応する方程式は 2成分をも
つベクトル方程式 (30)と，温度 β̃(t)−1 を決める時間
の常微分方程式 (29) である．これらの 3個の方程式い
ずれも α⃗(t)と β̃(t)−1 が含まれるため，これらは同時
に計算される．これらは非線形であり，ニュートン・ラ
プソン法や２分法といった典型的な方法で計算するこ
とができる．しかしこれらにはそれぞれの欠点がある．

• ニュートン・ラプソン法：言うまでもなく (30)の F⃗
や (29)の f の α⃗と β̃−1 による偏微分が必要とな
る．関数が解析的にこれらのパラメータで表現さ

れていれば数式により偏微分を書き下すことがで
きるが，関数表現のプログラムが複雑になる．ま
た本稿であれば F⃗ や f が α⃗で解析的に表現され
ていないため，数値微分が必要となりその精度へ
の計算結果の吟味，という余分な作業が発生する．
また計算初期値の設定および緩和係数 r，最大繰
り返し回数Nmax あるいは許容誤差 εallowed の調
整が必要になる．

• ２分法：この方法であれば偏微分は不要である．し
かし，計算すべき変数を求める範囲の初期設定と
Nmax もしくは εallowed の調整が必要になる．さ
らに２分法は本来は１変数に対する計算法なので，
(30)や (29)により３変数を同時に計算するアルゴ
リズムが複雑になる．

以上の理由により本稿では 3変数を，ある常微分方程
式系の定常バランス値として計算した．初期値と任意
時点での計算は，具体的には，それぞれは以下の通り
である．

• 時間 t = t0 での初期値計算：仮想時間 t′ の下で，
パラメータ α⃗(t′)と β̃(t′)−1 が (30)の誤差により
時間発展するとする．すなわち，仮想時間 t′につ
いての３式の常微分方程式を次のように設定する．

d

dt′
α⃗(t′) = −F⃗col(X⃗(t0), V⃗ (t0); α⃗(t

′), β̃(t′)−1; t0)

+
∂

∂X⃗(t)
VB0 + δV⃗ (t0) +MA⃗(t0) (40)

d

dt′
β̃(t′)

−1
= −f(X⃗(t0), V⃗ (t0); α⃗(t

′), β̃(t′)−1)

+
Etot − Eobj(t0)

NR
(41)

(40)で右辺にマイナスをつけるのは，ロボットの
衝突による力 F⃗col が，ロボットに作用するポテン
シャルの正勾配に比例し，F⃗col ∼ +∂Vcnt

∂x⃗ = α⃗ と
なるからである．このとき (40)は

d

dt′
α⃗(t′) ∼ −α⃗(t′) (42)

となって α(t′)の計算の収束性が確保できる．同様
に (25)の第１項= β̃−1 であるので (41)の右辺の

マイナス符号が β̃(t′)
−1
の収束計算を保証する．

• 任意時点の計算：α⃗(t) については (40) の右辺で
t0を tで置き換え，やはり仮想時間 t′の時間微分
方程式を計算することで計算する．一方，β̃(t)

−1

についてはその t = t0 での初期値が (41) から算
出されているので，これを与条件とする時間常微
分方程式 (29)の (仮想ではない実時間での) 時間

積分により任意時点の β̃(t)
−1
が算出される．な

お (28)において ∂Vcnt

∂t = α̇1(t)x1 + α̇2(t)x2 であ
り，ここで ˙⃗α(t)は時間差分で計算する，すなわち
α⃗(t − dt)は 1時点前の値として与えられており，
さらに α⃗(t)は上記ですでに計算できているとして，
˙⃗α(t) = α⃗(t)−α⃗(t−dt)

dt である．また場合によっては

α⃗(t)を β̃(t)
−1
と同時に計算する方法もある．
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4.2 計算条件

計算パラメータは表 2 に示すとおりである．辺長
2[m]の正方形領域の中で，中央に置いた一つの物体を，
その東西南北四方のどこかにロボットを 1台づつ，計
N0 = 4台を配して出発する．ロボットと物体，ロボッ

meaning parameter value

geometry [−S1, S1] S1 = 1[m]
×[−S2, S2] S2 = 1[m]

number of robots N0 4[−]
radius robot: aR

2 0.05[m]
object: RB 0.25[m]

mass robot: m 0.3[kg]
object: M 37.5[kg]

coefficient e 1[−]
of restitution

collision potential σS 4[J]
σv 4[J]
nS 12[−]
nv 12[−]

wall reaction cR 4[J]
cB 4[J]
ncR 12[−]
ncB 12[−]

friction robot: γ 0[kg/s]
coefficients object: δ 0[kg/s]

Table 2: Parameters

ト間，ロボットと壁および物体と壁の衝突は，いずれ
も Lennard-Jonesで引力項のないソフトコア型のポテ
ンシャルを取る．その比例定数とベキがそれぞれ σS，
σv，cRおよび cB と，nS，nv，ncRおよび ncB である
2, 3)．計算時間刻みは，フィードフォワード計算のため
の連続体力学では計算が収束する∆t = 1×10−4[s]，ま
た制御シミュレーションではエネルギーが保存する計
算ケースでその保存性を確保する∆t = 2× 10−4[s]と
する．空間積分は (23)の Ix 計算で必要になるが，空
間刻みは 2S1 = 2S2 = 2[m]を 20分割して数値的に定
積分をする．

4.3 フィード・フォワード計算と PD補償

目標 X⃗req(t) として X1，X2 ともに正側の壁 S1 =
S2 = +1 に直線的に近づける軌道をとる．ロボット
の初期配置は任意とし，配置に応じた系のエネルギー
で決まるフィード・フォワード α⃗FF (t) を計算してお
く．本稿ではXreq

1 = Xreq
2 と設定するので，対応して

αFF1 = αFF2 と計算される．制御されたトレンドは，次
の項目に従いその良否を評価する．

• トラッキングに先立つ壁衝突すれば，制御は失敗．

• 指標 PI ≡
∫ 3

0
dt(X⃗req − X⃗)2 < 2なら成功．

• 時間 3 < tでの壁衝突に起因する物体のジグザグ
運動，また操作量のコストを無視．

初期配位 100ケースでフィード・フォワードだけでの制
御シミュレーションをすると，図 6に見るように，上
述の条件で成功する回数がほぼ ∼ 30[%] 程度となる．

Fig. 6: Successful feedforward control in various initial
latyouts of N0 = 4 robots.

残りの ∼ 70[%] の初期配位については，次に注意して
PDフィードバック補償をする．

• 初期配位
•

ご
•

とに PD定数を調整，

• フィード・フォワードの ∼ 1[%]程度の大きさ．

その結果 現状 PD値でなお 5ケースではフィードバッ
ク補償をしても制御が失敗している．
以上を図7で a)にはフィード・フォワードのみ，b)は

Fig. 7: Ratio of successful feedforward, a), and that
with P+D feedback compensation.

フィードバック補償の結果をまとめ示す．指標PI < 0.5
なら「成功」の中でも好成績と考えると，フィード・フォ
ワードの 31ケース中で 10回，またフィードバック補
償であれば 19 回が好成績を取っている．指標が最小
PI = 0.130のフィード・フォワードによる物体の制御
トレンドを図 8に，また操作入力と系の「温度」を図

Fig. 8: Trends of the object in the minimum perfor-
mance index.

9 に，それぞれ示す．注意点は，フィード・フォワー
ド操作入力が α1 = α2 であり，また温度 1/β̃はフィー
ド・フォワード操作入力と同時に算出されるだけのも
ので制御には使わない，ということである．時間初期
0 ∼ t ∼ 4に，ロボット群があたかも協調して物体を
押し，トラッキングすることが，図 10で確認できる．
ちなみに，この初期配位のエネルギーは 0.173[J]であ
る．いっぽう最悪 (つまり最大)の指標値 (PI = 4.384)
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Fig. 9: Feedforward inputs and system “temperature”
in the minimum performance index.

Fig. 10: Seeming cooperation of robots that makes
the object track in the minimum performance index.

となる初期配位はエネルギー 0.557[J]であるが，これ
に関して，フィード・フォワードのみでの制御トレン
ドを図 11に，協調行動に失敗したかにみえるロボット

Fig. 11: Trends of the object in the worst performance
index.

群と物体のレイアウトの時間推移を図 12に，それぞ
れ示す．レイアウト中 b)でフィード・フォワード操作
入力の推移が時間の代表点についてバーチャートで確
認できる．この操作入力は，図 9のものとほぼ同一で
ある．なお初期配位のエネルギーと制御成績の良否の
あいだには，現状シミュレーションの限りでは，相関
がない．さてこの最悪ケースをフィードバック補償す
ると図 13 および図 14 の結果となり，制御は成功する
(PI = 0.146)．b)，c)にはフィードバック操作入力 α1

と α2 のそれぞれを示すが，図 12b)のフィード・フォ
ワード値に比べ，その ∼ 1[%] に満たない．

5 まとめと議論
少数台 (本稿では N0 = 4台)のロボットが相互通信

をすることもなく，また外界センサで外部環境を確認
することもなく，一つの物体を閉じた平面領域でトラッ
キングすることができた．すなわち「意のままにモノ
を動かす」という「知的」挙動を，簡素なロボット少数
台のシステムにより実現した．われわれはこれまでの
研究 2, 3) に従い，ロボットの「軌道描像」から「分布
描像」に視点を移した．また本稿では，少数台のロボッ
ト群であってもエネルギーがボルツマン分布 (1)に従
うことを確認できた．さらにポテンシャル Vcntの数値
計算を改良し，精度の高いフィード・フォワードを得
た．これらにより，ロボット間の明示的な相互作用や

ロボットの学習メカニズムを入れること
•

な
•

く，ロボッ
ト群の協調行動を創発することが可能となった．
今後の課題は，ボルツマン分布 (1)の成立タイミン

グの精算，ロボット台数とトラッキング性能の相関の
研究，フィードバック制御スキームの確立，さらにト

Fig. 12: Unsuccessful cooperation of robots in the
worst performance index.

Fig. 13: Trends of the object in the worst performance
index controlled under compensation of P + D feed-
back.

イ・ロボット 6) を使った実験検証である．
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ふく射を考慮したアルミニウム板温度制御モデルに対する熱伝導
率の推定

○細谷直紀 矢納陽 見浪護 松野隆幸 （岡山大学）

Estimation of Thermal Conductivity for Temperature Control Model of an
Aluminum Plate with Radiative Heat Transfer

∗N. Hosoya, A. Yanou, M. Minami and T. Matsuno (Okayama University)

Abstract– This paper considers the estimation of thermal conductivity for temperature control model of
an aluminum plate with radiative heat transfer. In our research, we consider that the application of the
control law which has been used in previous research to industrial field. In the previous study, we were able
to represent the model of interest in a formula, regardless of shape and material. In that case, it has been
treated as already-known about the parameters. However, in the actual environment, physical parameters
such as thermal conductivity change. So, we has been built an algorithm for estimating their parameters,
but not the estimation results can be said to be appropriate value. Therefore, the model so far by considering
the radiative heat transfer that was not taken into account, it was estimated parameters.

Key Words: ふく射, 熱伝導率, 推定則

1 緒言

温度制御は重化学工業において製品品質を決定する

重要な要素の一つである．本研究では先行研究によっ

て得られた制御則を金型などへ適用することで産業分

野への応用を図ることを目指している．先行研究にお

いてモデルの形状，材質を問わず制御対象を数式化す

ることでモデリングすることが出来た．しかし，その

際導出されたモデルは熱伝導率などの物理パラメータ

は定値として導出されている．ある媒体が熱を伝える

際の物理量として熱伝導率が定義されており，この値

が大きいほど熱が伝わりやすいことを表している．熱

伝導率は温度とともに変化するため 2)，温度制御にお

いては目標値変更や外乱の影響によって制御対象を構

成する各部位の熱伝導率も変化し，結果として制御対

象の特性も変化する．さらには制御対象の経年変化に

よって実際の熱伝導率が過去に取得したデータとは異

なってしまい，結果として制御性能の劣化を招く可能

性がある．したがって，制御性能を維持するためには

制御対象のモデル構築とそれに基づき熱伝導率を推定

できることが望ましい．これに対し著者らはアルミニ

ウム板温度制御実験装置のモデルに対して熱伝導率の

推定を行ったが，そこで推定された値は真値とされて

いる値とはまったく異なる結果であった．そこで本研

究ではこれまでのモデルの導出の際には考慮していな

かったふく射を考慮することでモデルを実環境のもの

に近づけ，再度熱伝導率の推定を行った結果について

報告する．具体的にはこれまでの研究で導出されたモ

デルに対しふく射によって熱が放出されること，熱の

移動が行われることを数式化し，モデルに加えた上で

パラメータ推定則を適用し，熱伝導率の推定を行う．

2 モデルの導出

アルミ板実験装置のモデルを Fig.1に示す. モデルは
薄いアルミの板一枚で構成されており，入力を行う部

分と行わない部分の二つの部位に分けて考える．

012

�

�

x1x2

d

Fig. 1: Aluminum Plate Model

Fig.1に示す各部位 x1, x2 の温度に関する状態量を

i = 1, 2に対して次のように定義する.

xi = Ti − T0 (1)

ここで，Ti は各部位の温度，T0 は室温を表す．

次に熱伝導に関する以下の式を用い，モデル化を行う．

E = εσT 4 (2)

式 (2)は放出に関する式で，ε は全放射率，σ = 5.67×
10−8[W/m2K4] はステファン・ボルツマン定数，T [K]
は物体の絶対温度，E[W/m2]は放射する熱量 (放射能)
を表している．

q = −λf (dθ/dn) (3)

式 (3)は熱伝導に関するフーリエの法則の式で，qは熱
流速 [W/m2]，λf は熱伝導率 [W/mK]，dθ/dnは熱流
の温度傾斜 [K/m]を表す．

q = α(θs/θf ) (4)

式 (4)は熱伝達とニュートンの冷却法則で，αは熱伝
達率 [W/m2]を表す．

dQ = mc · dθ (5)
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式 (5)は熱伝導に関する熱量と温度変化の関係式で，こ
こで dQは熱量 [J ]，cは比熱 [J/kgK]，mは質量 [kg]，
dθは温度変化 [K]を表す．
以上をもとに，モデルに与えられる入力を uとおくと，
Fig.1の各部位 xi の温度変化に関する式は次のように

与えられる．なお，ここでは時間関数を表す添え字 (t)
は省略して記述する．

mc
dx1

dt
= −

{
αx1Sa + λf

x1 − x2

d
Sb

}

−εσ(x1 + T0)
4
Sa (6)

mc
dx2

dt
= −

{
αx2Sa + λf

x2 − x1

d
Sb

}

−εσ(x2 + T0)
4
Sa + u (7)

m，Saはそれぞれ部位 x1, x2の質量，外気との接触総

表面積を表し，Sb，dは部位 x1，x2の接触面積とそれ

ぞれの部位の横幅を表す．

また，アルミ板温度制御実験装置のパラメータをTa-
ble 1に示す．

Table 1: Aluminum Plate Model Parameters

Density of aluminum ρ 2700[kg/m3]
Specific heat of aluminum c 917[J/kgK]
Heat transfer coefficient α 20[W/m2k]
Thermal conductivity λf 238[W/mK]

Width of plate d1 250[mm]
Thickness of plate d2 10[mm]
Length of plate d3 120[mm]

Initial Temperature T1,T2,T0 300[K]
Emissivity ε 0.07

3 実機実験との比較

前章で得られた式 (6),(7)が妥当であるか否かの検証
を行うために実機実験とシミュレーションの比較を行っ

た．共に一定入力である 10[W]を与え続けた際の出力
を確認した．なお実機の写真を以下の Fig.2に示す．

Fig. 2: Aluminum Plate Temperature Control Exper-
imental Device

以下の Fig.3にふく射を考慮していないモデルに対
するシミュレーション結果を，Fig.4に式 (6),(7)で与
えられるふく射を考慮した際のモデルに対するシミュ

レーション結果を，Fig.5に実機実験の結果を示す．

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Time [s]

20

18

16

14

12

10

8

6

4

2

0

T
e

m
p

e
ra

tu
re

 I
n

c
re

a
s
e

 [
K

]

��

��

Fig. 3: Simulation Result(Not Considering Radiation)
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Fig. 4: Simulation Result(Considering Radiation)
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Fig. 5: Experimental Result

以上の結果よりふく射を考慮していないモデルでは

実機実験の結果に比べて温度が上がりすぎていること

が分かり，ふく射を考慮したモデルを用いることでほ

ぼ実機実験の結果と一致していることが分かる．この

ことより今回導出したモデルはある程度妥当であると

いえる．
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4 熱伝導率の推定

熱伝導率の推定を拡張カルマンフィルタによって行

うため，モデルの式 (6)，(7)を実験データを取得した
際のサンプリング時間 ∆tを用いて以下のように離散
化する．なお以下では時刻 t = k∆t(k = 0, 1, 2, · · ·)に
おける状態量 xi(t)を xi(k)で表すものとする．

dxi(t)
dt

=
xi(t + ∆t) − xi(t)

∆t

熱伝導率 λf (k)を含む新しい状態量 z(k)を定義する．

z(k) =




z1(k)
z2(k)
z3(k)


 =




x1(k)
x2(k)
λf (k)




すると次式の拡大系を得ることが出来る．

z(k + 1) = f(z(k)) + bueu(k) (8)

y(k) = h(z(k)) (9)

ここで

f(z(k)) =




f1(z(k))
f2(z(k))
f3(z(k))




bue =




0
∆t
mc

0




h(z(k)) = z1(k)

である．さらに fi(z(k))(i = 1, 2, 3) は以下で与えら
れる．

f1(z(k)) =
{

1 − ∆t

mc
(αSa + z3(k)

Sb

d1
)
}

z1(k))

+
∆t

mc

(
z3(k)Sb

d1

)
z2(k)

−∆t

mc
εσSa(z1(k) + T0)

4 (10)

f2(z(k)) =
{

1 − ∆t

mc
(αSa + z3(k)

Sb

d1
)
}

z2(k)

+
∆t

mc

(
z3(k)Sb

d1

)
z1(k)

−∆t

mc
εσSa(z2(k) + T0)

4 (11)

f2(z(k)) = z3(k) (12)

つぎに，式 (8)，(9)に対して拡張カルマンフィルタを
適用する．まず状態推定値の初期値 ẑ(0)を，その平均
が z0，分散がΣ0 として

ẑ(0) = z0 (13)

P(0) = Σ0 (14)

とおく．またシステム雑音の分散が σ2
v，観測雑音の分

散が σ2
w であるとする．さらに k = 1, 2, · · · , N に対し

て次のように事前状態推定値を計算する．

ẑ−(k) = f(ẑ(k − 1)) + bueu(k − 1) (15)

次に式 (8)，(9)を利用して以下のヤコビアンを計算する．

A(k − 1) =
∂f(z(k))
∂z(k)

∣∣∣∣
z(k)=ẑ(k−1)

(16)

cT (k) =
∂h(z(k))

∂z(k)

∣∣∣∣
z(k)=ẑ−(k)

(17)

本論分ではシステム雑音が入力に直接加わるものと

し，式 (16) を利用して次のように事前誤差共分散行
列 P−(k)を計算する．

P−(k) = A(k − 1)P(k − 1)AT (k − 1) + σ2
vbuebT

ue (18)

式 (17)，(18)を利用してカルマンゲイン g(k)を計算
する．

g(k) =
P−(k)c(k)

cT (k)P−(k)c(k) + σ2
w

(19)

以上より状態推定値 ẑ(k)，事後誤差共分散行列P(k)を
求めることが出来る．

ẑ(k) = ẑ−(k) + g(k)
{
y(k) − h(ẑ−(k))

}
(20)

P(k) =
{
I − g(k)cT (k)

}
P−(k) (21)

これらの計算手順を繰り返し行うことによって，モデ

ルの温度と熱伝導率の推定値が得られる．

5 推定結果

取得した実験データは Fig.5で得られたものを用い，
そのサンプル数は 800である．サンプリングタイムは
∆t = 10となっている．また，システム雑音の平均を
0，分散を 0.012，観測雑音の平均を 0，分散を 0.0012

とおいた．拡張カルマンフィルタの誤差共分散行列の

初期値は P(0) = 100I，推定する熱伝導率の初期はア
ルミニウムの熱伝導率とされている 238を与えた．そ
の他モデルのパラメータはシミュレーションで用いた

Table.1の値を用いている．
以上の条件の下，シミュレーションによって得られ

たデータを用いてモデルの部位 x1，x2および熱伝導率

λf を推定した結果をそれぞれ Fig.6，Fig.7及び Fig.8
に示す．いずれのグラフにおいても実線が推定値，破線

が部位 x1に対する測定温度データを表している．Fig.6
に x1の上昇温度，Fig.7に x2の上昇温度，Fig.8に熱
伝導率の推定結果を示している．この三つのグラフよ

り作成した推定則及びプログラムが正しい挙動をして

いることが確認できる．
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Fig. 6: Estimation Result by Simulation(x1)
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Fig. 7: Estimation Result by Simulation(x2)
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Fig. 8: Estimation Result by Simulation(λf )

また，同様の条件の下，モデルの部位 x1，x2および

熱伝導率 λf を実験結果より得られたデータを用いて推

定した結果をそれぞれ Fig.9，Fig.10及び Fig.11に示
す．いずれのグラフにおいても実線が推定値，破線が

部位 x1 に対する測定温度データを表している．Fig.9
には実験データに基づいて推定された部位 x1の上昇温

度が示されている．実験データとモデルにより推測さ

れた値が一致していることが分かる．Fig.10には実験
データに基づいて推定された部位 x2の上昇温度が示さ

れている．Fig.5と比べて差異があるが，これはモデル
化誤差が現れているものと推測できる．Fig.11には実
験データ基づいて推定された熱伝達率の値を示してい

る．今回行った実験は 800のデータを用いており実験
時間にして約二時間半であるが，現状データの数が足

りないことが分かる．しかしアルミニウムの熱伝導率

とされている 238という値に近づいていっていること
が分かる．
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Fig. 9: Estimation Result by Experiment(x1)
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Fig. 10: Estimation Result by Experiment(x2)
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Fig. 11: Estimation Result by Experiment(λf )

6 結言

本報告ではアルミ板温度制御実験装置に対するふく

射を考慮したモデルの構築を行った上でその離散時間

モデルの拡大系を構築し，実機実験とシミュレーショ

ンの比較を行うことでモデルの妥当性の検証を行った．

さらに，実験データを拡張カルマンフィルタに適用す

ることで，構築したモデルの各部位の上昇温度と熱伝

導率の推定結果を示した．これにより，未知の物性値

に対してオフラインで推定値を得ることが出来た．今

後の課題としてデータ数を増やすことにより熱伝導率

が収束していくことを確認すると共にその値が妥当で

あるかどうかの検証を行う必要がある．また熱伝導率

以外の熱伝達率や比熱などの各パラメータの同時推定，

及びオンライン推定が挙げられる．
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