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Abstract– Recently, synthesis of gene regulatory networks having desired behavior has become of interest to
many researchers and several studies have been done. Synthesizing simple gene regulatory networks having
various behavior is expected for understanding functions of gene regulatory networks. In this paper we
consider a synthesis problem of gene regulatory networks in which desired behavior are given by expression
pattern sequences. In order to realizing various behavior, synthesis methods of gene regulatory networks
whose dynamics has separatrices are needed. First, we show that there exists a solution of the synthesis
problem for any desired behavior requiring realization of separatrices. Second, we show a synthesis method
based on the analysis of existence of solutions.
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1 はじめに

遺伝子の発現機構を調べることは生物の仕組を理解
する上で重要であり，その調整機構である遺伝子ネッ
トワークを対象とした研究が様々な観点から盛んに
行われている．所望の機能を持つ遺伝子ネットワー
クを人工的に設計，実現する研究もその一つである
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)．これには二つの背景がある．一つ
は，細胞の制御を実現するための最初のステップにな
ることである．もう一つは，遺伝子発現機構の調整機
能を解明するための構成論的アプローチとなることで
ある．このような背景のもと，遺伝子ネットワークの
どの遺伝子が発現しているかを表す発現パターンに着
目し，所望の動作を発現パターンの変化を表す発現パ
ターン遷移列とした遺伝子ネットワークの設計問題に
ついていくつかの研究がなされている 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9).

筆者らは，これまでに発現パターンに着目してその
変化を表す発現パターン遷移列を所望の動作としたと
きの設計法を提案している 6)．発現パターン遷移列は
発現パターンがどの順で遷移するかのみを表しており，
遷移の時刻などの連続時間領域における情報は含まれ
ていない．一方，設計に用いるモデルが区分的線形微
分方程式モデルの場合，発現パターンの遷移時刻など
を所望の動作として与えることができる．そこで，発
現パターン遷移列に加えて発現パターンの所望の遷移
時刻が与えられるとしたときの設計法 8)などを提案し
ている．また，設計問題において，解の存在性は基本
的な問題である．これまでに上述の遺伝子ネットワー
クの設計問題において任意の所望の動作をもつ遺伝子
ネットワークのパラメータが存在することを示してい
る 9)．

以上においては，所望の動作を表す発現パターン遷
移列において，一つの発現パターンからの遷移先発現
パターンは一つしか存在しないとしている．人工遺伝
子ネットワークの構成や遺伝子ネットワークの機能理
解に対する構成論的アプローチにおいて，より単純な
モデルでネットワークの多彩な振舞いを実現できる方

が望ましいと考えられる．そのため，所望の発現パター
ン遷移列に一つの発現パターンからの遷移先が複数存
在する場合の遺伝子ネットワークの設計法を提案して
いる 5)．一つの発現パターンから複数の異なる発現パ
ターンへの遷移が可能とすると，対象とする遺伝子ネッ
トワークのモデルの解軌道を考えたときに，同じ発現
パターンが現れる状態空間の領域が，次にどの発現パ
ターンが現れる領域に解軌道が向かうかによって分割
される．このような意味で，複数の発現パターンへ遷
移可能な遺伝子ネットワークはセパラトリクスをもつ
といえる．本稿では，あるクラスの関数を相互作用関
数として用いるとし，二つの異なる発現パターンへ遷
移可能とするセパラトリクスを実現することで設計で
きるような複数の所望の発現パターン遷移列をもたせ
る遺伝子ネットワークの設計問題を考える．この問題
の場合，状態空間においてセパラトリクスおよび二つ
の解軌道の相対的な位置関係に関する条件を満たすよ
うなパラメータおよび解軌道の初期値を求めることに
なる．本稿では，この条件の十分条件を導出し，その
十分条件を満たすパラメータを求める手順を示すこと
で任意の所望の発現パターン遷移列に対して解が存在
することを証明する．

2 遺伝子ネットワークの設計問題
2.1 遺伝子ネットワークのダイナミクスとセパラトリ

クス

本稿で対象とする遺伝子ネットワークのモデルは，次
式の区分線形ネットワークである 10)．

ẋi(t) = −xi(t) + fi(y1(t), y2(t), · · · , yn(t),
wi1, wi2, · · · , wimi), xi(0) = x(0,i) (1)

yi(t) = h(xi(t)), i = 1, 2, · · · , n (2)

ここで，hはしきい値関数で，

h(x) =

{
0 if x < 0
1 if x ≥ 0
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である．以下ではこのモデルをベクトル形式で次式の
ように表す．

ẋ(t) = −x(t) + f(y(t), w), x(0) = x0 (3)

y(t) = H(x(t)) (4)

ここで，x(t) = [x1(t) x2(t) · · · xn(t)]′ であり，xi(t)
は i番目の遺伝子の生成物の正規化された濃度を表す．
x0 = [x(0,1) x(0,2) · · · x(0,n)]′は初期状態である．nは
遺伝子の数である．yは y(t) = [y1(t) y2(t) · · · yn(t)]′
であり，各遺伝子の発現レベルを表すベクトルである．
ここではこの yを遺伝子ネットワークの発現パターン
と呼ぶ．f = [f1 f2 · · · fn]′ は遺伝子間の相互作用を
表す関数である．wは w′ = [w′

1 w
′
2 · · · w′

n]で，wi =
[wi1 wi2 · · · wimi ]

′は fiのパラメータを表すベクトル，
miは fiのパラメータの個数を表す．H(x)は，H(x) =
[h(x1) h(x2) · · · h(xn)]′ である．
以下では，式 (3), (4) の遺伝子ネットワークが発現
パターン yをとる xの n次元実数空間における領域を
Ωy と定義する．すなわち，

Ωy = {x | y = H(x), ∀i}

とする．
相互作用関数としてよく用いられるものの一つに

fi(y, a
(i)) = a

(i)
0 +

n∑
j=1

a
(i)
j yj +

n−1∑
j=1

n∑
k=j+1

a
(i)
jk yjyk

+ · · ·+ a
(i)
12···ny1 · · · yn, (5)

i = 1, 2, · · · , nがある．本稿では，これを相互作用関数
として用いることにする．また，パラメータ wを明記
する必要がなければ，簡単のため相互作用関数を f(y)
と略記する．
つぎに，セパラトリクスが存在するときの遺伝子ネッ
トワークの解軌道について説明する．初期状態 x0が x0
∈ Ωy(0)を満たすとする．解軌道は f(y(0))に向かう．こ
のとき，発現パターンの変化の仕方は f(y(0))がどの領
域 Ωy に存在するかで決まる．Ωy(0) 内における遺伝子
ネットワークの時刻 tでの状態 ϕ(t, x0)は

ϕi(t, x0) = x(0,i) exp(−t) + fi(y
(0)) {1− exp(−t)}

(6)
となる．ここでいうセパラトリクスとは，同じ発現パ
ターンが現れる領域 Ωy を分割する超曲面で，分割さ
れた領域よって解軌道が次にどの発現パターンが現れ
る領域に向かうかが異なる．たとえば，つぎの仮定が
成り立つ場合を考える．
[仮定] f(ysep) ∈ Ωyeq

とする．ただし，ysep と yeq で
第 s要素と第 u要素の二つの要素が異なる値をもつと
する．
初期値 x0 が x0 ∈ Ωysep

を満たすとし，このときの
概念図を Fig. 1に示す．Ωysep

内の遺伝子ネットワー
クの時刻 tにおける状態は式 (6)と同様に求められる．
x0と f(ysep) の第 s要素と第 u要素で符合が異なるこ
とから，ϕs(t̂s, x0) = 0 あるいは ϕu(t̂u, x0) = 0 とな
る時刻 t̂s > 0と t̂u > 0がそれぞれ存在することがわ
かる．発現パターンが変化する時刻は，これら t̂sと t̂u

separatrix

Fig. 1: An example of separatrix

の大小関係で決まる．たとえば，t̂s > t̂uであれば第 u
要素が変化し y(u)への遷移が起こる．解軌道がどちら
の領域に向かうかは，xs = 0かつ xu = 0の点を通る
解軌道の集合が表す超曲面によって分割された領域の
うち，どちらを通るかによって決まり，この超曲面が
セパラトリクスである．セパラトリクス上の点から始
まる解軌道では，ある時刻 t̂において xs(t̂) = 0かつ
xu(t̂) = 0となることから，このセパラトリクスは次式
で与えられる．

xu =
fu(ysep)

fs(ysep)
xs (7)

そして，Fig. 1からただちにわかるように，解軌道の
初期値 x0 が

x0 ∈ Ωysep ,
x(0,u)

x(0,s)
<
fu(ysep)

fs(ysep)
(8)

を満たすならば，その解軌道において発現パターンは
ysep から y(s) へ，

x0 ∈ Ωysep
,

fu(ysep)

fs(ysep)
<
x(0,u)

x(0,s)
(9)

を満たすならば，その解軌道において発現パターンは
ysep から y(u) へ遷移する．
以上より，つぎの補題が成り立つことが分かる．

補題 1 [仮定]が満たされるとする．このとき，式 (7)
のセパラトリクスが存在し，初期値が式 (8)(式 (9))を
満たすとき，その解軌道において発現パターンは ysep
から y(s)(y(u))へ遷移する．

以下では，y(0) → y(1)によって y(0)から y(1)への発
現パターンの遷移を表す．また，複数回の発現パターン
の遷移を y(0) → y(1) → · · · → y(p) のように表し，こ
れを発現パターン遷移列と呼ぶ．また，遺伝子ネット
ワークが発現パターン遷移列をもつとは，そのような
発現パターンの遷移が生じる解軌道をもつことである．

2.2 セパラトリクスを実現する設計問題
本稿で考える遺伝子ネットワークの設計問題を説明
する．発現パターンに基づく遺伝子ネットワークの設
計とは，所望の動作として発現パターン遷移列が与え
られ，その発現パターン遷移列をもつ遺伝子ネットワー
クの相互作用関数を求めることである．前節で述べた
ように，ある発現パターンから複数の発現パターンへ
遷移するにはセパラトリクスを実現する必要がある．
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本稿で考える設計問題は，もたせたい所望の発現パ
ターン遷移列が複数あり，セパラトリクスを実現する
必要があるような設計問題である．すなわち，式 (3),
(4) の遺伝子ネットワークにもたせたい所望の発現パ
ターン遷移列を，qを発現パターン遷移列の数，plを l
番目の発現パターン遷移列の遷移回数として

y∗(0,l) → y∗(1,l) → · · · → y∗(pl,l), l = 1, 2, · · · , q
(10)

とする．ただし，同じ発現パターン遷移列内の発現パ
ターンは相異なるとする．すなわち，

y∗(r,l) ̸= y∗(r̂,l), r ̸= r̂ (11)

とする．セパラトリクスを実現する必要があることか
ら，異なる発現パターン遷移列に共通な発現パターン
が存在するとする．すなわち，

y∗(r,l) = y∗(r̂,l̂), l ̸= l̂ (12)

となるような r, l, r̂と l̂が存在するとする．さらに，二
つの発現パターン遷移列で共通なものが存在していた
としても，いずれ別々の発現パターンへ遷移するとす
る．すなわち，式 (12)を満たす r, r̂, l, l̂ に対して，あ
る sが存在し，

y∗(r+s,l) ̸= y∗(r̂+s,l̂) (13)

となるとする．そのため，この所望の発現パターン遷
移列を遺伝子ネットワークにもたせるには，セパラト
リクスを実現する必要がある．ただし，高々二つの発現
パターン遷移列でしか共通でない，すなわち，式 (12)
が成り立つとき，

y∗(r̂,l̂) ̸= y∗(r̄,l̄), ∀r̄ ̸= r̂, ∀l̄ ̸= l̂ (14)

とする．

[セパラトリクスを実現する遺伝子ネットワークの設計
問題] 式 (3), (4) の遺伝子ネットワークに対して，所望
の動作として式 (10) の発現パターン遷移列が与えられ
るとする．このとき，所望の発現パターン遷移列をも
つ遺伝子ネットワークを設計せよ．

ここで，所望の発現パターン遷移列に次の仮定をお
く．すなわち，y∗(r,l) と y∗(r+1,l), r = 0, 1, · · · , p − 1,
l = 1, 2, · · · , qで異なる要素は一つのみであることであ
る．実際，二つ以上の要素の符号が同時に変化するこ
とはまれであるのでこの仮定をおいても問題はない．
以下では，y∗(r,l) と y∗(r+1,l) で異なる要素の添字を

i
(l)
r と表記する．すなわち，y

∗(r,l)
i
(l)
r

̸= y
∗(r+1,l)

i
(l)
r

, y
∗(r,l)
i =

y
∗(r+1,l)
i , ∀i ̸= i

(l)
r である．所望の発現パターン遷移

列に対して，Ωy∗(r,l) と Ωy∗(r+1,l) の境界を S
(l)
r , r =

0, 1, · · · , pl−1, l = 1, 2, · · · , qと表記する．また，セパ
ラトリクスを実現する必要がある領域における発現パ
ターンの集合を Ysep と表記する．すなわち，y∗(r,l) ∈
Ysep であるならば，ある r̂, l̂が存在し，s = 1とした
ときに式 (12)と (13)が成り立つ．さらに，この場合，

y∗(r+1,l) と y∗(r̂+1,l̂) では，第 i
(l)
r 要素と第 i

(l̂)
r̂ 要素が

異なり，y∗(r,l) とこれら二つの要素が異なるパターン
を y

∗(r,l)
eq と表記する．すなわち，

y
∗(r,l)
i = y

∗(r,l)
eq,i , ∀i ̸= i(l)r , i

(l̂)
r̂ (15)

y
∗(r,l)
i
(l)
r

̸= y
∗(r,l)
eq,i

(l)
r

, (16)

y
∗(r,l)
i
(l̂)
r̂

̸= y
∗(r,l)
eq,i

(l̂)
r̂

(17)

である．また，Ψ(r,l) を次のように定義する．

Ψ
(r+1,l)
i :=

Ψ
(r,l)
i f

i
(l)
r
(y∗(r,l))− fi(y∗(r,l))Ψ(r,l)

i
(l)
r

f
i
(l)
r
(y∗(r,l))−Ψ

(r,l)

i
(l)
r

,

i = 1, 2, · · · , n,
r = 0, 1, · · · , pl, l = 1, 2, · · · , q (18)

y∗(r,l) → y∗(r+1,l)なる発現パターンが生じるとき，こ
の Ψ(r+1,l)は Ψ(r,l) ∈ S(l)

r ∩Ωy∗(r,l) から始まる解軌道

が S
(l)
r+1 と交差する点である．

3 セパラトリクスを実現する設計問題の解
の存在性

ここでは，[セパラトリクスを実現する遺伝子ネット
ワークの設計問題]の解の存在性について議論する．
遺伝子ネットワークが所望の発現パターン遷移列を
もつための十分条件は，以下のようになる．所望の発
現パターン遷移列 (10)における y∗(r,l) から y∗(r+1,l)へ
の遷移を遺伝子ネットワークがもつための十分条件は

f(y∗(r,l)) ∈ Ωy∗(r+1,l) (19)

である 6)．ただし，y∗(r,l) /∈ Ysep である．また，所望
の発現パターン遷移列には，同じ発現パターンから異
なる二つの発現パターンへの遷移が存在する．すなわ
ち，所望の発現パターン遷移列において，式 (12), (13)
を満たす r, r̂, l, l̂, sが存在するとしているため，式 (14)
を考慮すると，すべての y∗(r,l) ∈ Ysepに対して，領域
Ωy∗(r,l) を二つに分割するセパラトリクスを実現しなけ
ればならない．そのための十分条件は，補題 1より以下
のように与えられる．すなわち，すべての y∗(r,l) ∈ Ysep
に対して，

f(y∗(r,l)) ∈ Ω
y
∗(r,l)
eq

(20)

が成り立ち，さらに，つぎの条件を満たすΨ(r,l)とΨ(r̂,l̂)

が存在することである．∣∣∣∣∣∣∣
Ψ

(r̂,l̂)

i
(l̂)
r̂

Ψ
(r̂,l̂)

i
(l)
r

∣∣∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣∣
f
i
(l̂)
r̂

(y∗(r,l))

f
i
(l)
r
(y∗(r,l))

∣∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣∣∣
Ψ

(r,l)

i
(l̂)
r̂

Ψ
(r,l)

i
(l)
r

∣∣∣∣∣∣∣ (21)

Ψ(r,l) ∈ S(l)
r (22)

Ψ(r̂,l̂) ∈ S(l̂)
r̂ (23)

ここで，y∗(r̂,l̂)は，y∗(r,l) = y∗(r̂,l̂), l ̸= l̂なるパターン
である．以上より，つぎの補題を得る．

補題 2 y∗(r,l) /∈ Ysep なるすべての y∗(r,l) に対して式
(19)の条件を，y∗(r,l) ∈ Ysepなるすべての y∗(r,l)に対
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して式 (20), (21), (22), (23)の条件を満たす Ψ(r,l) が
存在するならば，遺伝子ネットワークは所望の発現パ
ターン遷移列をもつ．

この補題の条件を満たすパラメータ wを求めることが
できれば，それが本稿の設計問題の解となる．任意の
所望の発現パターン遷移列に対して，この補題の条件
を満たすパラメータ wの存在を示すことができ，それ
によってつぎの結果を得る．

定理 1 任意の所望の発現パターン遷移列に対して，所
望の動作をもつ遺伝子ネットワークが存在する．

証明: 設計手順を示し，任意の所望の発現パターン遷移
列に対してその手順で設計できることを示す．これに
よって本稿の設計問題に解が存在することを示す．証
明は以下のようにして行う．

1. 設計手順を示すために，補題 2の条件一つである
セパラトリクスを実現するための条件をより簡単
な十分条件に置き換える．

2. 1.で示した十分条件を満たすようにする Ψ(r,l) と
f(y∗(r,l)), r = 0, 1, · · · , pl, l = 1, 2, · · · , q の値の
組を求める手順を示す．

3. すべての y∗(r,l) に対して f(y∗(r,l)) の値が 2. で
求めた値となるようにするパラメータ w の値を
f(y∗(r,l))の値から求める手順を示す．

以上の 2. および 3. で示す手順により，任意の発現パ
ターン遷移列に対してwの値を決定することが可能で，
設計問題の解が存在することがわかる．
まず，1.で述べた十分条件を導く．(a) セパラトリク

スを実現する必要がないときの条件である式 (19)の条
件は，そのままである．(b) セパラトリクスを実現する
必要があるときは，式 (21)の要素間の比の不等式条件
を満たす必要がある．この条件を，つぎのようにして
要素間の等式条件に置き換えた十分条件にする．y∗(r,l)

∈ Ysep となるすべての r, lに対して，∣∣∣∣Ψ(r̂,l̂)

i
(l̂)
r̂

∣∣∣∣ = α∗(r̂,l̂,r,l)
∣∣∣Ψ(r̂,l̂)

i
(l)
r

∣∣∣ (24)∣∣∣f
i
(l̂)
r̂

(y∗(r,l))
∣∣∣ = β∗(r̂,l̂,r,l)

∣∣∣fi(l)r
(y∗(r,l))

∣∣∣ (25)∣∣∣∣Ψ(r,l)

i
(l̂)
r̂

∣∣∣∣ = γ∗(r,l,r̂,l̂)
∣∣∣Ψ(r,l)

i
(l)
r

∣∣∣ (26)

としたとき，式 (21), (22), (23) が満たされるように
α∗(r̂,l̂,r,l), β∗(r̂,t̂,r,l), γ∗(r,l,r̂,t̂) の値を決定する．任意の
所望の発現パターン遷移列に対して，このような値の
組が存在することは明らかである．
Ψ(r,l) と Ψ(r+1,l) の間には，式 (18) の関係がある．
そのため，(b)-(2) 解軌道がセパラトリクスの存在する
領域を連続して通過しなければならないとき，すなわ
ち，y∗(r,l), y∗(r̂,t̂), y∗(r−1,l), y∗(r̄,l̄) ∈ Ysep, y∗(r,l) =

y∗(r̂,l̂), y∗(r−1,l) = y∗(r̄,l̄)である場合，Ψ(r,l), f(y∗(r,l)),
Ψ(r−1,l), f(y∗(r−1,l))は式 (24), (25), (26)の条件を同
時に満たさなければならない．このことと式 (18)より，

式 (26)の条件は次式に書き換えられる.∣∣∣∣∣∣∣
Ψ

(r−1,l)

i
(l̂)
r̂

Ψ
(r−1,l)

i
(l)
r−1

−
f
i
(l̂)
r̂

(y∗(r−1,l))

f
i
(l)
r−1

(y∗(r−1,l))

∣∣∣∣∣∣∣
= α∗(r,l,r̂,l̂)

∣∣∣∣∣∣∣
Ψ

(r−1,l)

i
(l)
r

Ψ
(r−1,l)

i
(l)
r−1

−
f
i
(l)
r
(y∗(r−1,l))

f
i
(l)
r−1

(y∗(r−1,l))

∣∣∣∣∣∣∣ (27)

さらに，(b)-(2)-(ii) i
(l̄)
r̄ = i

(l̂)
r̂ あるいは (b)-(2)-(iii)

i
(l)
r = i

(l̂)
r̂ が成り立つ場合，式 (27)の中に式 (24), (25),

(26)の条件で比の絶対値が与えられているものが存在
する. (b)-(2)-(ii) の場合，∣∣∣∣∣∣∣

Ψ
(r−1,l)

i
(l̄)
r̄

Ψ
(r−1,l)

i
(l)
r−1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
Ψ

(r−1,l)

i
(l̂)
r̂

Ψ
(r−1,l)

i
(l)
r−1

∣∣∣∣∣∣∣ = γ∗(r−1,l,r̂,l̂) (28)

∣∣∣∣∣ fi(l̄)r̄

(y∗(r−1,l))

f
i
(l)
r−1

(y∗(r−1,l))

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
f
i
(l̂)
r̂

(y∗(r−1,l))

f
i
(l)
r−1

(y∗(r−1,l))

∣∣∣∣∣∣ = β∗(r̂,l̂,r−1,l)

(29)

であるので，式 (27)の条件はつぎのように書き換えら
れる．∣∣∣γ∗(r−1,l,r̄,l̄)

sign − β∗(r̄,l̄,r−1,l)
sign

∣∣∣
= α∗(r,l,r̂,l̂)

∣∣∣∣∣∣∣
Ψ

(r−1,l)

i
(l)
r

Ψ
(r−1,l)

i
(l)
r−1

−
f
i
(l)
r
(y∗(r−1,l))

f
i
(l)
r−1

(y∗(r−1,l))

∣∣∣∣∣∣∣ (30)

ここで，

γ
∗(r,l,r̄,l̄)
sign := sign

Ψ
(r,l)

i
(l̄)
r̄

Ψ
(r,l)

i
(l)
r

 γ∗(r,l,r̂,l̂) (31)

β
∗(r̂,l̂,r,l)
sign := sign

f
i
(l̂)
r̂

(y∗(r,l))

f
i
(l)
r
(y∗(r,l))

β∗(r̂,l̂,r,l) (32)

であり，sign(x) は x の符号を返す符号関数である．
Ψ

(r,l)

i
(l̂)
r̂

Ψ
(r,l)

i
(l)
r

と
f
i
(l̂)
r̂

(y∗(r,l))

f
i
(l)
r

(y∗(r,l))
の符号は，式 (22) と式 (20) の条

件よりそれぞれ一意に定まる．一方，(b)-(2)-(iii) の場
合，同様にして式 (27)の条件はつぎの条件書き換える
ことができる．∣∣∣∣∣∣∣

Ψ
(r−1,l)

i
(l̂)
r̂

Ψ
(r−1,l)

i
(l)
r−1

−
f
i
(l̂)
r̂

(y∗(r−1,l))

f
i
(l)
r−1

(y∗(r−1,l))

∣∣∣∣∣∣∣
= α(r,l,r̄,l̄)

∣∣∣γ(r−1,l,r̄,l̄)
sign − β(r̄,l̄,r−1,l)

sign

∣∣∣ (33)

以上をまとめると，遺伝子ネットワークが所望の発現
パターン遷移列をもつための十分条件としてつぎの条
件が導かれる．すなわち，y∗(r,l) ∈ Ysep, y∗(r̂,l̂)なるす
べての rと lの組に対して，

0 < α∗(r̂,l̂,r,l) < β∗(r̂,l̂,r,l) < γ∗(r,l,r̂,l̂) (34)
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を満たすように α∗(r̂,l̂,r,l), β∗(r̂,l̂,r,l) および γ∗(r,l,r̂,l̂)を
決めたとき，以下の条件が成り立つ Ψ(0,l) ∈ Ωy∗(0,l) ,
l = 1, 2, · · · , qが存在することである．

条件 (a) y∗(r,l) /∈ Ysepなる y∗(r,l)に対して，式 (19)が
成り立つ．

条件 (b)-(1) y∗(r,l) ∈ Ysep, y∗(r̂,l̂) = y∗(r,l)，かつ
y∗(r−1,l), y∗(r̂−1,l̂) /∈ Ysep である y∗(r,l)

に対して，式 (20), (22), (23), (24), (25)
および (26)の条件が成り立つ．

条件 (b)-(2)-(i) y∗(r,l) y∗(r−1,l) ∈ Ysep, y∗(r̂,l̂) =

y∗(r,l), y∗(r̄,l̄) = y∗(r−1,l), i
(l̄)
r̄ ̸= i

(l̂)
r̂ ，

かつ i
(l)
r ̸= i

(l̂)
r̂ である y∗(r,l) に対し

て，式 (20), (22), (23), (24), (25),
(26)，および (27)の条件が成り立つ．

条件 (b)-(2)-(ii) y∗(r,l) y∗(r−1,l) ∈ Ysep, y∗(r̂,l̂) =

y∗(r,l), y∗(r̄,l̄) = y∗(r−1,l), i
(l̄)
r̄ =

i
(l̄)
r̄ である y∗(r,l)に対して，式 (20),
(22), (23), (24), (25), (26)，および
(30)の条件が成り立つ．

条件 (b)-(2)-(iii) y∗(r,l) y∗(r−1,l) ∈ Ysep, y∗(r̂,l̂) =

y∗(r,l), y∗(r̄,l̄) = y∗(r−1,l)，かつ

i
(l)
r = i

(l̂)
r̂ である y∗(r,l)に対して，式

(20), (22), (23), (24), (25), (26)，お
よび (33)の条件が成り立つ．

つぎに，先の 2.で述べたように，任意の所望の発現
パターン遷移列に対してこの条件を満たすようなΨ(r,l),
f(y∗(r,l))の値を決定する手順を示す．まず，条件 (b)-

(1) を考える．この条件を満たすように Ψ
(r̂,l̂)

i
(l̂)
r̂

, Ψ
(r̂,l̂)

i
(l)
r

,

f
i
(l̂)
r̂

(y∗(r,l)), f
i
(l)
r
(y∗(r,l)), Ψ

(r,l)

i
(l̂)
r̂

，および Ψ
(r,l)

i
(l)
r

の値を

決定することが可能であることは明らかである．なお，
これらの値を決定すると，Ψ(r+1,l) の定義 (18) より
Ψ

(r+1,l)

i
(l̂)
r̂

の値が決まる．

つぎに，条件 (b)-(2)-(i), (b)-(2)-(ii), (b)-(2)-(iii)

を考える．f(y∗(r−1,l)), f(y∗(r̂−1,l̂)), Ψ(r−1,l)，および
Ψ(r̂−1,l̂)のいくつかの要素の値を既に決定しているとす
る．例えば，y∗(r−1,l)が (b)-(1) の条件を満たすパター
ンであるとすると，f

i
(l̄)
r̄−1

(y∗(r−1,l)), f
i
(l)
r−1

(y∗(r−1,l)),

Ψ
(r−1,l)

i
(l̄)
r̄−1

，および Ψ
(r−1,l)

i
(l)
r−1

の値を決定しておくことが

出来る．よって，条件式の中で値を決定すべきものは，

• (b)-(2)-(i) の場合は，Ψ
(r−1,l)

i
(l̂)
r̂

, f
i
(l̂)
r̂

(y∗(r−1,l)),

Ψ
(r−1,l)

i
(l)
r

，および f
i
(l)
r
(y∗(r−1,l))，

• (b)-(2)-(ii) の 場 合 は ，Ψ
(r−1,l)

i
(l)
r

，お よ び

f
i
(l)
r
(y∗(r−1,l))，

• (b)-(2)-(iii) の 場 合 は ，Ψ
(r−1,l)

i
(l̂)
r̂

，お よ び

f
i
(l̂)
r̂

(y∗(r−1,l))

である．これらについて，条件を満たすように値を決
定できることは明らかである．これらの値を決定する
と，Ψ(r+1,l) の定義 (18)より Ψ

(r,l)

i
(l̂)
r̂

と Ψ
(r,l)

i
(l)
r

の値が決

まり，これらの値は式 (26)の条件を満たす．y∗(r̂−1,l̂)

も (b)-(1) の条件を満たすパターンである場合，同様

にして Ψ
(r̂,l̂)

i
(l̂)
r̂

と Ψ
(r̂,l̂)

i
(l)
r

が決まる．そうでなければこ

れらの値と残りの f
i
(l̂)
r̂

(y∗(r,l)) と f
i
(l)
r
(y∗(r,l)) の値は，

式 (24) と (25) を満たすように決定する．このよう
に，Ωy∗(r−1,l) にセパラトリクスが実現されるように

Ψ(r̂−1,l̂), f(y∗(r−1,l)), Ψ(r−1,l) の要素の一部の値が決
定されているとしても，Ωy∗(r,l) にもセパラトリクスが

実現されるようにΨ(r̂,l̂), f(y∗(r,l)), Ψ(r,l)の要素の一部
の値を決定することが可能である．このことから，セパ
ラトリクスを実現すべき領域が連続している場合，そ
の最初の領域は (b)-(1)の場合になるので，条件を持た
すように必要な値を決定することができ，以降の領域
については，前の領域で決めた値を用いて必要な値を
決定していけばよい．まとめると，各発現パターン遷
移列 l において，y∗(r,l) ∈ Ysepなるすべての y∗(r,l)に
対して，rが小さいものから大きなものへと順にΨ(r,l)

と f(y∗(r,l))の要素の一部を，先の条件を満たすように
決定していくとができる．このステップを [手順 (1)]
と呼ぶ．
つぎに，各発現パターン遷移列について以下のよう
にして r = 0 から r = pl − 1 まで順に残りの y∗(r,l)

の要素の値を決定していく．すなわち，まず，Ψ
(r,l)

i
(l)
r

と

f
i
(l)
r
(y∗(r,l))のうち未定のものを，Ψ(r,l) ∈ S(l)

r と式 (19)

あるいは (20)を満たすように決定する．つぎに，Ψ(r,l)
i ,

Ψ
(r+1,l)
i と f

i
(l)
r
(y∗(r,l))のうち，未定なものの組み合わ

せによって次のような (I)と (II)の場合分けを行って
これらの値を決定する．

• (I) f
i
(l)
r
(y∗(r,l))が未定な場合，Ψ(r,l)

i とΨ
(r+1,l)
i で

未定なものがあれば，|Ψ(r,l)
i | ≥ |Ψ(r+1,l)

i |, Ψ(r,l) ∈
S
(l)
r , Ψ(r+1,l) ∈ S(l)

r+1を満たすように未定なΨ
(r,l)
i

と Ψ
(r+1,l)
i を決定し，式 (18)を変形した

fi(y
∗(r,l))

= Ψ
∗(r+1,l)
i − Ψ

∗(r+1,l)
i −Ψ

∗(r,l)
i

Ψ
∗(r,l)
i
(l)
r

f
i
(l)
r
(y∗(r,l))

(35)

によって f
i
(l)
r
(y∗(r,l))を決定する．このように決定

すると，Ψ
(r,l)
i , Ψ

(r+1,l)
i と f

i
(l)
r
(y∗(r,l))の符号が一

致し，式 (19)あるいは (20)が満たされる．

• (II) f
i
(l)
r
(y∗(r,l))の値が決定されている場合，Ψ(r,l)

i

の値も既に決定されているので，式 (18) により
Ψ

(r+1,l)
i の値を決定する．

このステップを [手順 (2)]と呼ぶ．
つぎに，先の 3. でのべた [手順 (2)]で決定した値を
もつような関数 f のパラメータの求め方を述べる．次
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の関数を展開すると式 (5) となる．

fi(y, w
(i)) =w

(i)
[0 0 ··· 0]′(1− y1)(1− y2) · · · (1− yn)

+ w
(i)
[1 0 ··· 0]′y1(1− y2) · · · (1− yn)

+ · · ·+ w
(i)
[1 1 ··· 1]′y1y2 · · · yn (36)

ここで，w(i)
y の下の添字 y は 2n 個の発現パターンの

うちの一つをとる．例えば，n = 2 のときは

fi(y, w
(i)) =w

(i)
[0 0]′(1− y1)(1− y2)

+ w
(i)
[1 0]′y1(1− y2)

+ w
(i)
[0 1]′(1− y1)y2 + w

(i)
[1 1]′y1y2

となる．この表現の場合，f(y) は次式で表される．

fi(y) = w(i)
y , i = 1, 2, · · · , n

そこで，y∗(pl,l), l = 1, 2, · · · , q，および所望の発現パ
ターン遷移列に含まれないパターン yに対して f の値
を任意の値に設定する．例えば，すべて 0とする．以
上のようにして，2n個のすべての発現パターン y に対
して f(y)の値を決定する．すべての yに対して，先に
決定した f(y)の値を用いて

w(i)
y = fi(y), i = 1, 2, · · · , n, ∀y

と設定し，式 (36)の式を展開することで所望の発現パ
ターン遷移列をもつ遺伝子ネットワークのパラメータ
wが得られる．このステップを [手順 (3)]と呼ぶ．
以上の議論は任意の所望の発現パターン遷移列に対
して成り立つので，設計問題の解が常に存在すること
が示された．□

4 設計例
所望の発現パターン遷移列が，

[1 1 1 1 1]′ → [0 1 1 1 1]′ → [0 0 1 1 1]′ → [0 0 0 1 1]′

(37)

[0 1 1 1 0]′ → [0 1 1 1 1]′ → [0 1 0 1 1]′ (38)

[1 0 1 1 0]′ → [0 0 1 1 0]′ → [0 0 1 1 1]′ → [0 0 1 0 1]′

(39)

[0 0 1 0 0]′ → [0 0 1 1 0]′ → [0 0 0 1 0]′ (40)

と与えられたとき，証明で示した手続きにより設計問
題の解が得られることを示す．
これらの発現パターン遷移列の場合，Ysep = {y∗(1,1),

y∗(2,1), y∗(1,2), y∗(1,3), y∗(2,3), y∗(1,4)}, i(1)1 = 1, i
(1)
2 =

2, i
(1)
3 = 3, i

(2)
1 = 5, i

(2)
2 = 3, i

(3)
1 = 1, i

(3)
2 = 5,

i
(3)
3 = 4, i

(4)
1 = 4, i

(4)
2 = 3である．

まず [手順 (1)]を行う．

• y∗(1,1) = y∗(1,2),y∗(0,1), y∗(0,2) /∈ Ysep であるの
で，α∗(1,2,1,2) = 1, β∗(1,2,1,2) = 2, γ∗(1,2,1,2) = 4,

Ψ
(1,1)
2 = 1, f2(y

∗(1,1)) = −1, Ψ(1,2)
2 = 1と決定し，

式 (22), (23), (24), (25), (26) より，Ψ
(1,2)
3 = 1,

f3(y
∗(1,1)) = −2, Ψ(1,1)

3 = 4と決定する．

• y∗(1,3) = y∗(1,4), y∗(0,3), y∗(0,4) /∈ Ysep である
ので，同様に，α∗(1,4,1,3) = 1, β∗(1,4,1,3) = 2,

γ∗(1,3,1,4) = 4, Ψ
(1,3)
5 = −1, f5(y∗(1,3)) = 1,

Ψ
(1,4)
5 = −1と決定し，式 (22), (23), (24), (25),

(26)より，Ψ(1,4)
3 = 1, f3(y

∗(1,3)) = −2, Ψ(1,3)
3 = 4

と決定する．

• y∗(2,1) = y∗(2,3), y∗(1,1), y∗(1,3) ∈ Ysep であるの
で，Ψ(2,1), Ψ(2,3)にすでに値を決定している要素が
ある．それに注意して，条件 (b)-(2)-(i), (b)-(2)-
(ii), (b)-(2)-(iii) の該当する条件を満たすように
α∗(2,3,2,1) = 1, β∗(2,3,2,1) = 2, γ∗(2,1,2,3) = 4,

Ψ
(1,3)
4 = 1, f4(y

∗(1,3)) = 1, Ψ
(2,3)
3 = 1, Ψ

(2,3)
4 = 1

と決定する．

つぎに，[手順 2]を行う．各発現パターン遷移列に対
して，r = 0から順に r = pl − 1まで y∗(r,l) の未定な
要素の値を決定していき，以下のようになった．

Ψ(0,1) = [1 1 2 1 1]′,

Ψ(1,1) = [0 1 4 2 2]′,

Ψ(2,1) = [−1 0 1 4 3]′,

Ψ(3,1) = [−2 − 1 0 1 4]′,

f(y∗(0,1)) = [−1 1 6 3 3]′,

f(y∗(1,1)) = [−2 − 1 − 2 6 4]′,

f(y∗(2,1)) = [−3 − 2 − 1 − 2 5]′,

Ψ(0,2) = [−1 1 1 1 − 1]′,

Ψ(1,2) = [−2 1 1 2 0]′,

Ψ(2,2) = [−2 1

3
0
10

3

4

3
]′,

f(y∗(0,2)) = [−3 1 1 3 1]′,

f(y∗(1,2)) = [−2 − 1 − 2 6 4]′,

Ψ(0,3) = [1 − 1 3 1 − 1]′,

Ψ(1,3) = [0 − 2 4 1 − 1]′,

Ψ(2,3) = [−1 − 3 1 1 0]′,

Ψ(3,3) = [−5

3
− 8

3

1

3
0
5

3
]′,

f(y∗(0,3)) = [−1 − 3 5 1 − 1]′,

f(y∗(1,3)) = [−2 − 4 − 2 1 1]′,

f(y∗(2,3)) = [−3 − 2 − 1 − 2 5]′,

Ψ(0,4) = [−1 − 1 1 − 1 − 1]′,

Ψ(1,4) = [−2 − 2 1 0 − 1]′,

Ψ(2,4) = [−2 − 8

3
0
1

3

1

3
]′,

f(y∗(0,4)) = [−3 − 3 1 1 − 1]′,

f(y∗(1,4)) = [−2 4 − 2 1 1]′

最後に，[手順 3]を行い，設計問題の解の一つを求
める．まず，y∗(pl,l), l = 1, 2, 3, 4と発現パターン遷移
列に現れていないパターン yに対して f(y)の値を決定
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Fig. 2: A simulation result of the synthesized gene
regulatory network: the first desired expression pat-
tern sequence.
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Fig. 3: A simulation result of the synthesized gene reg-
ulatory network: the second desired expression pat-
tern sequence.

する．y∗(pl,l), l = 1, 2, 3, 4については，

f(y∗(3,1)) = [−1 − 1 − 1 − 1 1]′,

f(y∗(2,2)) = [−1 1 − 1 − 1 1]′,

f(y∗(3,3)) = [−1 − 1 − 1 − 1 1]′,

f(y∗(2,4)) = [−1 1 − 1 1 1]′

とし，残りのパターン y に対しては f(y) = 0とした．
このように決定して式 (36)を展開することによりwを
求めた．求められたパラメータをもつ遺伝子ネットワー
クのシミュレーション結果を Fig. 2 から Fig. 5 に示
す． 図中の縦の破線は発現パターンが遷移する時刻，
図の下部の 0または 1の五桁の数値はその時間区間に
おける発現パターンをそれぞれ表す．Fig. 2から順に
それぞれ所望の発現パターン遷移列である式 (37)から
(40)に対応していることがわかる．また，発現パターン
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Fig. 4: A simulation result of the synthesized gene
regulatory network: the third desired expression pat-
tern sequence.
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Fig. 5: A simulation result of the synthesized gene
regulatory network: the forth desired expression pat-
tern sequence.

が y∗(r,l) → y∗(r+1,l) の遷移をするとき，状態が Ψ(r,l)

となっていることが確認できる．以上のことから，定
理の証明で示した手順により設計問題の解の一つが得
られていることが確認できる．

5 おわりに
所望の機能をもつ遺伝子ネットワークを設計，実現
する研究が盛んに行われている．筆者らは，これまで
に発現パターンに着目し，その変化を表す発現パター
ン遷移列を所望の動作としたときの設計法を提案して
いる．より単純なモデルで多様な振舞いを実現したり，
より多くの振舞いを同時にもたせたりできる方が望ま
しいと考えられる．そのためには，モデルの解軌道を
考えたとき，同じ発現パターンが現れる領域を通るも
のの中に，つぎに現れる発現パターンが異なるものが
ある遺伝子ネットワークが実現可能となればよい．そ
こで，この意味で状態空間の領域を分割するセパラト
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リクスを実現する必要のある設計問題に対して設計法
を提案している．本稿では，この設計問題に対して領
域を二つに分割するセパラトリクスを実現する必要の
ある場合について，解を求める手順を示すことによっ
て解が存在することを示した．
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状態跳躍を導入したMorris-Lecar型ニューロンモデルにおける
カオス誘起現象の検討

○信川創 吉田拓生 （千葉工業大学） 西村治彦 （兵庫県立大学） 山西輝也 （福井工業大学）

Investigation of Chaotic Spiking Activity in Morris-Lecar Type Neuron Model
with State Dependent Jump

∗S. Nobukawa, T. Yoshida (Chiba Institute of Technology), H. Nishimura (University of
Hyogo), and T. Yamanishi (Fukui University of Technology)

Abstract– Several hybrid spiking neuron models, which combine continuous spike-generation mechanisms
and discontinuous resetting process after spiking, have been proposed. Izhikevich neuron model as this kind
of model can reproduce many spiking patterns. It has also been revealed that this model has various kinds
of bifurcation and routes to chaos under the effect of the state dependent jump in the resetting process. In
response to this situation, we have further gotten interested in the relation between chaotic behaviors and
the state dependent jump. In this paper, we approach the subject from the comparison of spiking neuron
models without the resetting process and with it. We first adopt a continuous Morris-Lecar type spiking
neuron model where the orbit at spiking state does not exhibit the divergent behavior and next insert the
resetting process to it.

Key Words: chaos, hybrid spiking neuron model, saltation matrix, Lyapunov exponent

1 はじめに

これまで，脳・神経系においては rateコーディングに
よって情報処理がなされているとされてきた．しかし，
近年，temporalコーディングや populationコーディン
グといった多様な神経コーディングが存在し，これらが
柔軟な情報処理を支えていることが示さている 1)．こ
のような情報処理である記憶や学習のメカニズムに関
連した研究には，多様なコーディングを膜電位の発火
活動によって実現できるスパイキングニューロンモデ
ルが広く用いられている 2, 3, 4, 5)．

最も重要なスパイキングニューロンモデルとして知
られているHodgkin-Huxley(HH)モデル 6)は，細胞膜
のキャパシタンスやイオンチャネルのレジスタンス特
性を記述することで，ニューロダイナミクスを再現す
る．しかし，その方程式系の複雑さから，大規模なス
パイキングニューラルネットワークでのシミュレーショ
ンにおいては計算コストが大きく，また，小規模なス
パイキングニューラルネットワークであっても，解析的
な分析方法が制限される．そこで，FitzHugh-Nagumo
ニューロンモデルやHindmarsh-Roseモデルのように，
発火活動に着目した HHモデルよりも単純な連続的な
常微分方程式で記述されるモデルが提案されている 1)．

一方，ニューロンの発火状態から過分極状態への遷移
をリセット動作 (状態跳躍)とし，その跳躍と連続的な
システム挙動のダイナミクスを組み合わせたハイブリッ
トなスパイキングニューロンモデルが提案されている
7)．このモデルの 1つである Izhikevichニューロンモ
デルは，従来のFizHugh–Nagumoニューロンモデルの
ような連続的なダイナミクスのみに従うモデルと比較
して，リセット動作を含む少数のパラメータ調整によっ
て，多様なスパイクパターンを再現できることが知られ
ている 8, 9, 10)．更に，状態跳躍の効果により，スパイ
クパターンだけでなく，多様な分岐やカオスへのルート
が存在することが明らかとなっている 11, 12, 13, 14, 15)．
このような Izhikevichニューロンモデルの優れた特性

は，連続なシステムに対する状態跳躍の導入による軌
道への影響に着目することで分析できると考えられる．
しかしながら，このモデルでは，リセット動作を除い
た場合，休止解と発散解しか存在しないため，リセッ
ト動作の導入前後でのアトラクタの構造的な変化を評
価することはできない．
我々はこれまでに，状態跳躍を除いてもHopf分岐に

より生成されたリミットサイクルが存在するFizHugh–
Nagumoニューロンモデルに対して，状態跳躍を導入
し，状態跳躍の連続軌道に対する影響を調べてきた 16)．
それに対して，本研究ではHopf分岐だけでなく，sadle-
node分岐も許容する Morris-Lecar型ニューロンモデ
ルにおいて，各分岐によって生成されたリミットサイ
クルに対する状態跳躍によって誘起されたカオスルー
トについての検討を行う．

2 モデルと評価指標
2.1 リセット動作を伴うスパイキングニューロンモ

デル

FitzHugh-Nagumoニューロンモデルは，(1),(2) 式
の 2変数常微分方程式で表される 17, 18)．

v̇ = v(a− v)(v − 1)− u+ I (1)

u̇ = bv − cu (2)

ここで，vはニューロンの膜電位を uはmembrane re-
covery変数，Iは直流入力成分を表している．パラメー
タ aは v-nullclineの形状決定を担う．b/c, cが uの感
度と時定数をそれぞれ表している．神経系において，休
止状態から発火状態の遷移はHopf分岐と saddle-node
分岐によって生じる 1, 10)．これらの両方の分岐を実現
するためには，u̇として，(3)式のような vのシグモイ
ド関数が必要となる 10)．

u̇ = α(
1

1 + exp(−(v − β)/ϵ)
− u), (3)
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ここで，αは uの時定数を，βと ϵはそれぞれシグモイ
ド関数の形状決定を担う．本稿では u̇の関数に (2)式
ではなく，(3)式を用いる．また，パラメータについて
は，(a, α, ϵ) = (0.1, 0.1, 0.05)と設定する．
次に，このモデルに対して (4)式で記述されるリセッ

ト動作による状態跳躍を導入する．

if v ≥ vpeak, then

{
v ← vr

u← u+ d
(4)

ここで，(4)式は vpeak を v の最大値と設定した場合，
vr → vpeak, d→ 0の極限で跳躍軌道が連続となる．ま
た，パラメータ dは 0.01と設定する．以下では，後退
差分法で離散化を行い，跳躍点をニュートン法により
特定する手法 19) を用いて軌道の計算を行う．

2.2 評価尺度

システムのカオス性の評価と分岐解析のために，跳躍
行列を考慮に入れた状態遷移行列を用いる．連続軌道上
(発火 (跳躍)と発火の間)における (1), (3)式の変分方
程式は状態遷移行列 Φi(t, ti−1)とヤコビアン J(v, u, t)
を用いて，(5), (6)式のように表される．

Φ̇i+1(t, ti) = J(v, u, t)Φi+1(t, ti), (5)

Φi+1(ti, ti) = E (6)

ここで，tiは i番目の発火が生じた時刻，Eは単位行列
を表している．跳躍前後の (v, u)値をそれぞれ (v+, u+),
(v−, u−)とすると，跳躍行列は (7)式で表される 12)．

Si =

[
v̇+

v̇− 0
u̇+−u̇−

v̇− 1

]
(7)

[T k : T k+1] で発火によるリセット動作により状態
跳躍が生じた場合の状態遷移行列 Φk(tk+1, T k) (k =
0, 1, · · · , N − 1) は跳躍行列による補正を考慮すると
(8)式のようになる．

Φk(T k+1, T k) = Φi+1(T
k+1, ti)SiΦi(ti, ti−1)

· · ·S2Φ2(t2, t1)S1Φ1(t1, T
k) (8)

(8)式の評価時間間隔を τ とし，それぞれの評価時
間間隔における状態遷移行列Φk(T k+1, T k)の固有値を
lkj (k = 1, 2, · · · , N)とすると，リアプノフスペクトル
λj は (9)式で表される．

λj =
1

TN − T 0

N−1∑
k=0

log(|lkj |) (9)

以下のシミュレーションでは，T k+1 − T k の周期を 20
回分の発火が生じる期間，もしくは 20 回の発火前に
T k+1−T kが 1000に到達した場合は 1000に設定する．
更に，v = vpeakにポアンカレ断面を設定し，その断

面上での u値 ui(i = 1, 2, · · · )の挙動についても評価
を行う．ui から l回目にポアンカレ断面を通過する u
値は，ポアンカレ写像 ϕにより，ui+l = ψl(ui)で表さ
れる．そして，条件 u0 = ψl(u0)を満たす固定点の安
定性は文献 11) より，初期値 u0 = (v0, u0)による軌道
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Fig. 1: Dependence of mj on parameter I in regions
#1 (a) and #2 (b) (a = 0.1, α = 0.1, ϵ = 0.05, β =
0.5(region #1),0.3(region #2)).

(v, u)の微分から (10)式によって計算される．

µl =
∂ϕl

∂u0
=

(
0 1

)( 0 0
−v̇/u̇ 1

)
Φ(tl, t0)

(
0
1

)
(10)

ここで，t0 は u0 の時刻とする．これにより，|µl| < 1
が固定点の安定条件となり，µl = −1, 1で周期倍分岐
と接線分岐の発生をそれぞれ判定できる．

3 結果と評価
3.1 連続的なMorris-Lecar型ニューロンモデルに

おける分岐

リミットサイクルの生成における分岐を，固定点の
近傍における (1), (3)式のヤコビアン J(v, u, t)の固有
値 mj(j = 1, 2) を用いて調べる．Fig.1 (a)は領域#1
において I を [−0.005 : 0.005]の区間で動かした場合
の安定固定点周りのmj である．0.0009 ≲ I ≲ 0.0024
において，m2 は I が大きくなるにつれて実軸上を正
の方向に移動し，I ≈ 0.0024で虚軸を横切り，安定固
定点が不安定化する．一方，領域#2 において，I を
[−0.005 : 0.02]の区間で動かすと I ≈ 0.0193において，
複素共役なm1,2が虚軸を横切り，安定固定点が不安定
化している．前者の分岐は saddle-node分岐，後者の
分岐は Hopf分岐と呼ばれる．

3.2 リセット動作を伴うMorris-Lecar型ニューロ
ンモデルでの分岐とカオス

本節では，(1), (3)式の連続的なスパイキングニューロ
ンモデルの Fig. 1での I = 0.004 (領域#1)，I = 0.02
(領域#2)の設定に対して，(4)式によるリセット動作
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Fig. 2: Bifurcation diagram and Lyapunov exponents
λj (j = 1, 2) as functions of vr around the chaotic
region (a = 0.1, α = 0.1, ϵ = 0.05). (a) Region #1
case (β = 0.5, I = 0.004, vpeak = 0.4, d = 0.01). (b)
Region #2 case (β = 0.3, I = 0.02, vpeak = 0.225, d =
0.01).

を導入したハイブリットなMorris-Lecar型ニューロン
モデルにおけるシステム挙動について調べる．Fig. 2
に，領域#1 において vpeak = 0.4(Fig.(a))，領域#2
において vpeak = 0.225(Fig.(b))に設定した場合の ui
の分岐図と λj (j = 1, 2) のパラメータ vr への依存
性を示す．これらの結果から，uiが不規則な挙動を示
し，λ1 > 0, λ2 = 0となるカオス状態が，領域#1に
おいては 0.322 ≲ vr ≲ 0.388 で，領域#2 において
は，0.136 ≲ vr ≲ 0.141で出現する様子が確認できる．
更に，これらのカオスへのルートを µl を用いて調べ
ると，領域#1においては，周期倍分岐 (µl = −1)が
vr ≈ 0.288 (l = 1), 0.318 (l = 2), 0.322 (l = 4)...で，
接線分岐 (µl = 1)が vr ≈ 0.388 (l = 5)で生じている．
このことから，領域#1で見られるカオスは，vr が小
さくなる，すなわちリセット動作による状態跳躍の距
離が大きくなると vr ≈ 0.388において，接線分岐によ
るルートによってカオス状態が生成される．そしてさ
らにその距離が大きくなると vr ≈ 0.322において，周
期倍分岐によるルートによって周期状態に移る．一方，
領域#2においては，接線分岐が vr ≈ 0.141 (l = 1)と
vr ≈ 0.136 (l = 2)で生じている．このことから，こ
の領域においても跳躍距離が大きくなることで，カオ
ス状態が生成される．更に，その距離が大きくなると，
領域#1とは対照的に接線分岐によって周期状態に遷移
することが確認された．
次に，ポアンカレリターンマップ ui+1 = ψ(ui)の跳

躍パラメータ vrへの依存性について評価を行う．Fig.3
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Fig. 3: Dependence of the return map ui+1 = ψ(ui)
on parameter vr in the cases of regions #1 (a) and
#2 (b). (a = 0.1, α = 0.1, ϵ = 0.05, d = 0.01, region
#1: β = 0.5, I = 0.004, vpeak = 0.4, region #2: β =
0.3, I = 0.02, vpeak = 0.225)

(a)に，領域#1における vr = 0.15, 0.33, 0.395とリセッ
ト動作を除いた場合における ψを示す．リセット動作
のない状態 (点線)においては，ui+1 = ψ(ui) ≈ 0.01と
なるが，リセット動作が導入されると区分的に線形な
引伸しと折畳み構造が現れる (vr = 0.395 (青線))．そ
して，vr が小さくなる，すなわち跳躍距離が増加する
と ui ≈ 0.06での折畳み構造に非線形性が現れるよう
になる (vr = 0.33 (緑線))．更に vr が小さくなると折
畳みの構造が消失する様子が確認できる (vr = 0.15 (赤
線))．一方，領域#2においては (Fig.3 (b))，リセット
動作のない状態 (点線)では，領域#1と同様に ui+1 =
ψ(ui) ≈ 0.04 となが．リセット動作を導入すると 3つ
の引伸しと折畳み構造が現れる (vr = 0.2(青線))．そ
して，その折畳みの回数は vrの減少 (跳躍距離の増加)
にともなって増加する (vr = 0.14(緑線))．更に，vr が
減少すると vr = 0.12(青線)のように折畳み回数は減少
する．

更に，このポアンカレリターンマップの u-nullcline
に関するパラメータ ϵへの影響についても調べる．Fig.4
(a)にパラメータ vrを 0.33に固定した場合の領域#1の
場合の結果を示す．ϵが大きな場合，すなわちu-nullcline
がステップ関数に近づくと，ϵ = 0.053 (赤線) のよう
に区分的に線形な引伸しと折畳みの構造が現れ，ϵの減
少に伴い，折畳み構造に非線形性が現れる様子が確認
できる (ϵ = 0.05(緑線), 0.03(青線))．一方，Fig.4 (b)
にパラメータ vrを 0.14に固定した場合の領域#2の場
合の結果を示すと，ϵ = 0.05の場合は 9回の折畳み構
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Fig. 4: Dependence of the return map ui+1 = ψ(ui)
on parameter ϵ in the cases of regions #1 (a) and #2
(b). (a = 0.1, α = 0.1, d = 0.01, region #1: β =
0.5, I = 0.004, vpeak = 0.4, vr = 0.33, region #2: β =
0.3, I = 0.02, vpeak = 0.225, vr = 0.14)

造が現れるが，ϵの減少に伴って折畳み回数が減少する
様子が確認できる (ϵ = 0.045(緑線), 0.04(青線))．

4 おわりに
本稿では，連続的なMorris-Lecar型のスパイキング

ニューロンモデルに対してリセット動作を導入し，状
態跳躍の距離を大きくしていくことで誘起されたカオ
スルートについての検討を行った．そのために，まず
連続的なMorrisLecar型のスパイキングニューロンモ
デルの休止状態から発火状態への移行時の分岐につい
て，安定固定点周りのヤコビアンの固有値を利用し解
析した．その結果，saddle-node分岐によって生じる領
域#1と Hopf分岐によって生じる領域#2が存在する
ことが明らかとなった．
次に，ハイブリットなMorris-Lecar型のスパイキン

グニューロンモデルに対して，跳躍行列を考慮に入れ
たリアプノフ指数 λj と固定点の安定性評価指標 µl を
用いて，カオス性と分岐についての解析を行った．そ
の結果，状態跳躍の距離が大きくなるにつれて，領域
#1では接線分岐からカオス状態が出現するが，更にそ
の距離が大きくなると周期倍分岐によって，周期状態
へ移行することが確認された．一方，領域#2では，状
態跳躍の距離が大きくなると領域#1と同様に接線分岐
からカオス状態に遷移するが，更にその距離大きくな
ると，周期倍分岐ではなく，接線分岐によって周期状
態に移ることが観察された．
更に，このようなカオスへの分岐について，跳躍パ

ラメータに対するポアンカレ写像の変化を評価したと

ころ，領域#1では跳躍効果によって引伸しと折畳み構
造が追加され，跳躍距離が大きくなるにつれて，その
構造に非線形性は付加されていくことを確認した．領
域#2においては，領域#1と同様に跳躍効果によって
引伸しと折畳み構造が付加されるが，跳躍距離が大き
くなるにつれて，折畳み回数が増加していくことが明
らかとなった．また，このようなアトラクタ構造の変
化は回復変数の形状を決定するパラメータに対しても
依存性を持つことを確認した．
以上の結果から，連続なMorris-Lecar型のスパイキ

ングニューロンモデルにおける発火状態への分岐の違
いにより，リセット動作の導入によって，異なる特性
を持ったカオス領域が出現することが明らかとなった．
今後の課題としては，シナプスレベルでの状態跳躍を
含んだニューラルシステムにおけるカオス・分岐解析
が挙げられる．
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1 はじめに 

進化化計算とは，生物の進化のメカニズムから着想

を得た最適化手法で，選択，交叉，突然変異などをモ

デルとした演算を繰り返すことで最適解を求める多点

探索手法である(1)．解の候補を個体とみなし，環境に

適した個体の特徴を引き継いだ子個体を繰り返し生成

することで，最適解を発見する．進化計算において探

索の手掛かりとして必要な情報は，目的関数から計算

される環境への適合度のみであり，目的関数が微分不

可能，あるいは，目的関数が未知であっても最適化可

能である．進化計算では，解のことを個体，解配列の

要素を遺伝子座，解配列の値を遺伝子，遺伝子がとり

うる値を対立遺伝子と呼ぶ．代表的な進化計算に遺伝

的アルゴリズムや遺伝的プログラミング(2)，差分進化

（Differential Evolution, DE)(3)などが挙げられる． 

DE とは，1995年に R．Stornと K．Priceによって提

案された手法で進化計算の 1 つである．個体集団から

ランダムに選んだ 2個体の差分ベクトルを用い，実数

値空間を探索する数値最適化手法である．個体が広く

分散している探索序盤では，個体間の差分ベクトルは

大きくなるため，大域的探索を行う．個体が収束して

くると差分ベクトルは小さくなり，局所的探索を行う．

そのため，DE は大域的探索から局所的探索へ円滑に

移行するため，優れた探索性能を持つ．また，DE は

対比較評価で個体の選択を行う．つまり，2 つの解候

補のうちどちらが優れているかという情報のみで最適

化を行うため，全個体の適合度を必要とせずに，最適

化を行うことができる．この性質を利用して，人間が

直接評価を行わなければならない最適化問題の場合に

は，ユーザは提示された 2個体のうち良いと思う方を

選択することを繰り返すだけで最適化を行うことが出

来るため，ユーザの疲労を軽減することが可能である．

これらの特性から， DEを様々な最適化問題に拡張さ

せれば，効率よく解を求めることが期待できる． 

実数値最適化問題向けの解法であるDEを組み合わ

せ最適化問題に適用する研究も行われている。組み合

わせ最適化問題とは，探索空間が離散的であり，解が

順序や割当のように組み合わせの構造を持つ問題のこ

とである．代表的な問題の例として，最短経路問題や

配送計画問題，施設配置問題，スケジューリング問題

などが挙げられる．先行研究では，個体間差分を新た

に適切に定義することによってDEを組み合わせ最適

化問題に拡張した手法 Re-labeling Differential Evolu-

tion（RLDE）が提案されている(4)．この手法は，探索

を行いながら，遺伝子の番号を割り振り直すことで効

率的に解を求めることを目指した手法である．探索時

に分かる遺伝子の出現回数が多い順に，遺伝子の番号

を割り振り直すことにより，適した差分を定義してい

る． 

RLDEは対比較評価の対話型差分進化向けに作られ

ているため，適合度が分からない問題に対して用いる

ことを前提に作られている．そのため，出現回数の多

い遺伝子ほど優れた適合度の要因になっているとみな

し，適合度の代わりに出現回数を用いている．しかし，

適合度が計算から求められる問題に対しては，遺伝子

の出現回数よりも，適合度を利用することで，より正

確に対立遺伝子に番号を割り振り直すことが期待でき

る． 

本研究では，RLDEの探索性能の向上を目的に，既存

手法のRLDEに対して適合度を組み合わせた手法の提

案を行う．そして，シミュレーションによって提案手

法を従来手法と比較し，性能の評価を行う．結果を評

価するためのテスト問題として，変数に依存関係がな

い最適化問題として簡単な問題と変数に依存関係のあ

る複雑な最適化問題の2種類の問題を使用する． 

 

2 差分進化（Differential Evolution, DE） 

DE は，集団からランダムに選択した 2 個体の差分

ベクトルを用いることで効果的な探索を実現できてい

る．差分ベクトルは突然変異での変異の大きさとみな

すことが出来る．個体が広く分散している探索序盤で

は，個体間の差分ベクトルは大きくなる傾向となり，

適合度を用いた Re-labeling Differential Evolutionの高効率化 
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探索領域を広く探索する大域的探索を行う．個体が最

適解に集中してくると，個体間の差分ベクトルは小さ

くなっていき，局所的探索へと変化する．このように，

探索の進行の段階によって自動的に変異の大きさが調

整されるため，無駄のない効率的な探索を実現してい

る．また，対話型進化計算では，評価時のユーザ疲労

が課題となっており，対比較評価は従来主流だった全

体比較に比べてユーザの疲労を軽減する効果があると

されて，注目されている． 

近年，実数値空間での数値最適化手法として DE の

研究が盛んに行われている．その主な理由としては，

大域的探索から局所的探索へ円滑に移行し，優れた探

索性能を持つこと，単純な算術演算に基づいているた

め，高速に動作すること，制御パラメータがスケーリ

ングファクタ F，交叉率 CR，個体集団のサイズ Nの 3

つのみと単純であることが挙げられる． 

以下に DEの処理手順を示す． 

1. ランダムに初期個体集団を生成する． 

2．親となる個体を集団から 1 個体選択し，target vector

とする． 

3．target vectorを除いた集団の中から3個体を選択し， 

それぞれを base vector，Xr1，Xr2とする． 

4．base vector に Fによってスケールされた Xr1 と Xr2 

の差分ベクトルを加えることで，mutant vector を作成 

する．(式 1) 

mutant vector  =  base vector + F × ( Xr1 － Xr2 )                

(式 1) 

(スケーリングファクタFは0よりも大きな実数値とす

る．) 

5． mutant vectorと target vectorを交叉させ，trial vector

を作成する． 

6． trial vector と target vectorを比較し，優れた適合

度を持つ方を次の世代に残す． 

7． 2～6までをすべての個体に対して実行する． 

8． 世代が移り 2の操作に戻る． 

 

手順 3での base vector，Xr1，Xr2をどのようにして

選択するかによって探索性能が変化する．本研究では，

base vector，Xr1，Xr2の 3個体ともランダムに選択す

ることで大域探索性を高くする方法（random vector）

と，base vectorは集団の最良個体を選択し，Xr1，Xr2

はランダムに選択することで局所探索性を高くする方

法（best vector）の 2つの方法を用いた． 

手順 5での交叉は，Binomial Crossoverと呼ばれる交

叉の方法を使用した． 

 

3 Re-labeling Differential Evolution（RLDE） 

DE は差分ベクトルの大きさによって大域的探索，

局所的探索かを調節する．大域的探索では，探索領域

の広範囲を大まかに探索し，最適解がある可能性の高

い領域を絞り込む．局所的探索では，その周辺を集中

的に探索する．個体間の差分が小さくなると局所的探

索に移行するため，DE は個体間の距離が近ければ，

適合度も近くなるという前提が必要である．DE の個

体間の距離はユークリッド距離で定義されているため，

遺伝子がどの程度近いかという情報が距離の定義とさ

れる． 

RLDE は，探索を行いながら，遺伝子の番号を再割

り振りすることで効率的に解を求めることを目標とし

た手法である．探索を行いながら，個体の分布情報を

調べることで適合度が近い個体同士の差分が小さくな

るように遺伝子の番号を変更する．DE では，良い適

合度の個体は次の世代に引き継がれ，悪い適合度の個

体は淘汰される．これを繰り返すことによって最適解

周辺に集団が収束していき，遺伝子座に注目すると，

良い適合度になりやすい遺伝子の割合が集団全体で高

くなる．多くの個体に出現する遺伝子は，優れた適合

度の要因となる遺伝子であり，出現回数が少なくなる

に従って，劣った遺伝子ということになる．よって，

集団での出現回数が多い順に対立遺伝子を並び替え，

その順番を新しい番号とすることで，番号が近いと適

合度も近くなる．この操作をすべての遺伝子座に対し

て行う． 

以下に RLDE の処理手順を示す 

1. ランダムに初期個体集団を生成する． 

2．親となる個体を集団から 1 個体選択し，target vector

とする． 

3．target vectorを除いた集団の中から3個体を選択し， 

それぞれを base vector，Xr1，Xr2とする． 

4．mutant vector を作成する． 

5． mutant vectorと target vectorを交叉させ，trial vector

を作成する． 

6． trial vector と target vectorを比較し，優れた適合

度を持つ方を次の世代に残す． 

7． 2～6までをすべての個体に対して実行する． 

8． 遺伝子座毎に集団内の対立遺伝子の出現回数を数

え，多い順に対立遺伝子の識別番号を割り振る． 

9． 世代が移り 2の操作に戻る 

 

手順 3での個体の選択方法や手順 5での交叉の方法

は，DEと同じ方法で行った． 

 

4 提案手法 

4.1 提案手法 1：Re-labeling Differential Evolu-
tion fitness (RLDE fitness) 

RLDE では，出現回数が多い遺伝子は，優れた遺伝
子が含まれていると想定している．しかし，この手法
では，良い適合度の個体には，優れた遺伝子が含まれ
ていることを前提として考え，遺伝子座毎に，遺伝子
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番号の再割り振りを行う．対立遺伝子が出現した個体
の適合度を足し合わせていき，最終的にその合計値が
大きい順番に識別番号を割り振る．そのため，この手
法は，出現回数に加えて，適合度の情報を用いている． 

 

Fig.1: Genes and fitness values in one generation when 

the number of individuals is 5 

 
Fig.1 を例にして考える．1次元目の 0の遺伝子番号

には，f(X1)＋f(X2)＝22，1の遺伝子番号には 0，2の遺
伝子番号には f(X3)＋f(X4)＋f(X5)＝27 の値を与え，そ
れぞれの値が大きいものから順番に 0，1，2と割り振
っていく．Fig.1の場合では 0 は 1に替え，1 は 2に替
え，2 は 0 に替える．この操作を同様にすべての次元
に対しても行い，遺伝子番号の割り振りを変えていく． 

 

4.2 提案手法 2：Re-labeling Differential Evolu-
tion average (RLDE average) 

上の提案手法と同様に，良い適合度の個体には，優
れた遺伝子が含まれていることを前提として考える．
対立遺伝子の出現した個体が持つ適合度の合計値を出
現回数で割ることによって求められる平均値を用い，
その平均値の大きい順に遺伝子番号を振り直す．その
ため，この手法では出現回数の影響を受けない．先ほ
どの提案手法では適合度が低くても出現回数が多い遺
伝子は，適合度の合計値が大きくなり，優れた遺伝子
だとみなされる．しかし，この手法では，適合度が低
くて出現回数が多い遺伝子の平均値は低くなり，遺伝
子の番号を正確に振り直すことが出来る．よって，適
合度が小さくても出現回数が多い遺伝子と適合度の大
きな遺伝子を明確に区別したうえで，番号を割り振る
ことができ，出現回数を考慮せずに，各世代での適合
度が大きい遺伝子を次世代に残すことが期待できる． 

先ほどの Fig.1では，1次元目の 0の遺伝子には｛f(X1)

＋f(X2)｝/2＝11，1の遺伝子には 0，2の遺伝子には｛f(X3)

＋f(X4)＋f(X5)｝/3＝9 を与え，それぞれの値が大きい
ものから順番に 0，1，2と割り振っていく．Fig.1の場
合では 0はそのままで，1は 2に替え，2は 1に替える．
この操作を同様にすべての次元に対しても行い，遺伝
子の番号の割り振りを変えていく．  

 

5 問題と条件 

5.1 シミュレーション問題 

変数に依存性がない問題の代表的なベンチマーク問
題の例が Sphere関数である． 

 

Fig.2:  Sphere function 

 

Sphere 関数の目的関数は， 

f(X1, X2, ⋯ , Xn) = ∑ Xi
2 （-5≦Xi≦5）   (式 2) 

最小値は， 

f min (0, ⋯,0) = 0              (式 3) 

である． 

この Sphere 関数は本来，実数値最適化問題である．
そのため，組合せ最適化向けベンチマーク問題とする
ために次の変更を行った．Sphere関数に対して，変数
のラベルをランダムに入れ替え，それによってできる
グラフ（Fig.3）に対して最適化を行った．Fig.4 は X1

をある値に固定して X2 を変化させたときの適合度の
推移を示す．これから分かるように，X1の値が違って
も，グラフの形状は変化しないことから，変数の依存
関係を持たないことが分かる． 

Fig.3: Graph after randomly exchanging label of Sphere 

function 

Fig.4: Transition of fitness when X1 is fixed and X2 is 

changed 
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また，変数の依存関係がある代表的なベンチマーク
問題の例が Rosenbrock関数である．Rosenbrock関数の
目的関数は， 

f(X1, X2, ⋯ , Xn) =∑(100(Xi＋1 − Xi
 2)2+( Xi −1)２)   

（-5≦Xi≦5）  (式 4) 

最小値は 

f min (1, ⋯,1) = 0                (式 5) 

である． 

Rosenbrock 関数も実数値最適化問題であるので，
Sphere関数と同様の操作を行い，最適化を行った．Fig.8

は，X1 をある値に固定して X2 を変化させたときの適
合度の推移を示す．X1の値が異なると，グラフの形状
が変化していることから，変数の依存関係を持つこと
が分かる． 

Fig.5: Rosenbrock function 

 

Fig.6: Graph after randomly exchanging label of Rosen-

brock function 

 

Fig.7: Graph near the optimal solution in Fig.6 

Fig.8: Transition of fitness when X1 is fixed and X2 is 

changed 

 

 

5.2 シミュレーション条件 

本研究では，DE，RLDE，RLDE fitness，RLDE average

の性能比較を行う．2 つの問題に対して 2 つの条件で
シミュレーションを行う．1 つ目は短時間で解を求め
られることを重視した条件で，個体数 10，世代数 20

までの探索を 100 回試行する．2 つ目は解を正確に求
められることを重視した条件で，個体数 50，世代数 200

以上（Sphere関数では 200世代，Rosenbrock関数では
500世代）までの探索を 100 回試行する． 

それぞれの Scaling Factorや交叉率は，個体数 10で
は 15世代，個体数 50では 100世代において最も優れ
た適合度となるように，Scaling Factorである Fは 0.3，
0.5，0.8，1.0から決定し，交叉率である CRは 0.3，0.5，
0.8から決定する． 

 

6 シミュレーション結果・考察 

6.1 シミュレーション結果 

以下に，個体数 N が 10，50 のときの Sphere 関数か
ら作られるテスト問題と Rosenbrock 関数から作られ
るテスト問題の結果を記す．（random，best は base 

vectorの選択方法を示す．） 

Fig.9:  Sphere function N=10 

 Average fitness of 100 trials 
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Fig.10:  Sphere function N=10  

Variance of parameters of the first dimension of 100 tri-

als 

 

Fig.11:  Sphere function N=50 

 Average fitness of 100 trials 

 

Fig.12:  Sphere function N=50 

 Variance of parameters of the first dimension of 100 tri-

als 

 

Fig.13:  Rosenbrock function N=10 

 Average fitness of 100 trials 

 

 

Fig.14:  Rosenbrock function N=10 

 Variance of parameters of the first dimension of 100 tri-

als 

Fig.15:  Sphere function N=50 

 Average fitness of 100 trials 
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 Fig.16:  Rosenbrock function N=50 

 Variance of parameters of the first dimension of 100 tri-

als 

 

6.2 考察  

 Rosenbrock関数のテスト問題では，best vector を用
いるよりも，random vector を用いた方の探索性能が高
かった．これは，変数の依存関係が大きく関わってい
ると考えられる．変数に依存関係がある問題は，1 つ
の変数の値が変化することによって，他の変数に影響
を及ぼし，適合度が大きく変化する．その場合，best 

vector（局所的探索を重視した方法）を用いるよりも
random vector（大域的探索を重視した方法）を用いる
方が探索性能が向上したと考えられる． 

 RLDE fitness は，どのテスト問題においても探索初
期での収束速度が速かった．100 試行の平均の 1 次元
目のパラメータの分散がすべてのテスト問題で値が小
さいことから，ある世代での最良解付近を中心に探索
を行っていることがわかる．そのため，作成される差
分ベクトルが小さくなっていくため，個体集団の収束
が速い．しかし，Fig.15から分かるように，RLDE fitness 

best は複雑に設定された問題の 100 世代以降では最適
解を求められていなかった．これは，個体集団の収束
により，個体の多様性が失われてしまったため，大域
的探索が十分に行えなかったことが分かる． 

 RLDE average は世代数が多い場合（Fig.11と Fig.15）
に，最適解を求めることができていた．その理由は，
新しく適合度が優れた個体が生成された時に，その遺
伝子は出現回数が少ないにもかかわらず，出現回数は
多いが劣った遺伝子よりも優れた遺伝子だと判断され
るためである．そのため，出現回数が多い遺伝子に早
期収束することなく，十分に大域的探索を行うことが
できる．  

 

7 おわりに 

先行研究では，出現回数が多い遺伝子は，優れた遺
伝子が含まれていると想定している．本研究では，良
い適合度の個体には，優れた遺伝子が含まれているこ
とを前提として考える．対立遺伝子が出現した個体の
適合度を足し合わせていき，最終的にその合計値が大
きい順に遺伝子番号を振り直す手法と対立遺伝子の出
現した個体が持つ適合度の平均値を求め，平均値の大
きい順に遺伝子番号を振り直す手法を提案した． 

シミュレーションでは，従来手法と比較して，RLDE 

fitness（提案手法 1）は探索早期の収束速度が速かった
が，個体集団の多様性が失われていた．RLDE average

（提案手法 2）は，最適解を正確に求めることができ
ていたが，個体集団の収束速度は遅かった．今後の展
望として，提案手法それぞれの欠点を無くすため，遺
伝子番号の新しい振り直し方，もしくは提案手法や先
行手法の番号の振り直し部分を織り交ぜた手法を提案
したい． 

実際の対話型進化計算では，ユーザ固有の判断や好
みが個体の評価に反映されるが，そのユーザの判断基
準などは不明であり，個人によっても評価が異なる．
そのため，実際に対話型進化計算の問題に適用し，問
題を解決できるようなアルゴリズムの作成を行いたい． 
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ビジュアルリフティングアプローチによる二足歩行の安定性解析

○神 克礼 李 想 田 宏志 井澤 大時 見浪 護 松野 隆幸 （岡山大学）

Stability Analyses of Biped-walking by Visual-lifting Approach

∗Keli Shen, Xiang Li, Hongzhi Tian, Daiji Izawa, Mamoru Minami and Takayuki Matsuno
(Okayama University)

Abstract– Biped walking control has been realized by Zero-Moment Point (ZMP). The efficiency of ZMP
was well verified in keeping stable walking, but ZMP based walking cannot stop falling. Besides, dynamical
walking can be used for walking that realizes kicks by toes, which does not depend on ZMP. Though the
dynamical walking seems to be natural, robots tend to fall. Therefore, it is necessary for realization of human-
like walking to keep dynamical walking stable. In our research, we have proposed a dynamical equation for
walking derived by the Newton-Euler method including slipping, impact, line-touch and surface-touch of the
foot.“Visual Lifting Approach” (VLA) is equipped to enhance the walking stability and stops the biped
robot from falling without using ZMP. The VLA includes visual-lifting feedback and feedforward of walking
gait generation. In this paper, we discuss how to realize the stable walking according to some measurements
such as angle of ankle of floating foot, Center of Gravity (COG), waist angular velocity, height of head and
waist and walking step length.

Key Words: Humanoid, Biped-walking, Visual-lifting Approach, Feedforward Inputs, Stability

1 Introduction

In many biped-walking control strategies of the hu-
manoid, ZMP-based walking motion is considered as
most efficient method, which has been certified to be
useful in keeping stability of practical biped-walking,
since it can make sure that humanoid robots can keep
the balance of walking and standing by retaining the
ZMP within the convex hull of supporting area1, 2).
However, ZMP control makes the humanoid robots’
waist lower and look like monkey while walking. Be-
sides, other methods except ZMP are proposed to con-
centrate on keeping the biped-walking trajectories in
side of a basin of attraction3, 4, 5), including a way
referring limit cycle to determining input torque6).

These previous methods discussed are based on sim-
plified biped models, which try to avoid discussing the
effects of feet or slipping existing in real environment,
Different from the above reference, one study7) has
pointed out the effect of foot having many walking
gaits such as surface contacting (foot sole contacting
with ground) and point contacting (heel contacting),
changing the dimension of state variables. Our re-
search has started from view point of7) to describe the
dynamics of gaits including point/surface-contacting
state of foot, slipping of the foot and bumping as
correctly as possible. It is called event-driven where
walking gait transition would be determined by the
past walking motion. The model in7) only has foot
model different from our model including the dynam-
ics of whole-body humanoid with arms and head. And
what the authors want to point out is that the dimen-
sion of equation of motion is changed by the varieties
of the biped-walking introduced in8) concerning one-
legged hopping robot.

If the heel is detached from ground while its toe is
contacting, a new state variable describing the rota-

tion of foot will emerge, increasing the number of state
variables. In fact, this kind of dynamics with dimen-
sion number of state variables changed by the result
of its dynamical time profiles of motions are out of
the area of control theory discussing how to control a
system with fixed states’ number. Further the tipping
over motion has been called non-holonomic dynamics
including a joint such as free joint without inputting
torque.

At the same time, the heel or the toe of lifting
foot in the air contacts with the ground geometri-
cally. The referred paper9) discussed the method
of representing contacting with environment dealing
constraint motion with friction by algebraic equation
and applied it to human configuration10). Accord-
ing to these references, dynamics of 20 kinds of gaits
were derived including slipping motion with both dif-
ferent constraint conditions and change of the dimen-
sion of state variables where the humanoid’s dynami-
cal model has been sufficient as much as possible11).

In previous research on VLA in12, 13, 14), the incom-
plete model of humanoid was applied in which head,
arms and torso were neglected. Thus, there are some
drawbacks, i.e., the model was too simple to consider
the effect of dynamical coupling of arm and upper
body. However, the new model proposed in this pa-
per has been optimized concerning the above problem,
and the discussion of slipping and effectiveness of the
model have been proved in 11).

In this paper, Visual-lifting Approach(VLA) based
on visual servo and visual feedback concept is exam-
ined to realize the human-like natural walking with
slippage including toe-off state. Real-time position
and orientation tracking method to observe a 3D ob-
ject that is put near the humanoid to measure the
robot’s head relative pose has been proposed as vi-
sual pose estimation 15, 16). The simulation result in-
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Fig. 1: Definition of biped-walking model, 1©～17© rep-
resents link number, 1 ～ 17 is joint number, q1～q17

is joint angles.
Table 1: Physical parameters

Link li[m] mi[kg] di[Nms/rad]

Head 0.24 4.5 0.5

Upper body 0.41 21.5 10.0

Middle body 0.1 2.0 10.0

Lower body 0.1 2.0 10.0

Upper arm 0.31 2.3 0.03

Lower arm 0.24 1.4 1.0

Hand 0.18 0.4 2.0

Waist 0.27 2.0 10.0

Upper leg 0.38 7.3 10.0

Lower leg 0.40 3.4 10.0

Foot 0.07 1.3 10.0

Total weight [kg] — 64.2 —

Total hight [m] 1.7 — —

dicates that visual feedback control and feedforward
inputs are useful to realize the stable biped-walking
on the condition that humanoid’s dynamics includes
toe-off, slipping and bumping. Besides, this paper
discuss how to realize the stable walking according to
some measurements such as angle of ankle of floating
foot, Center of Gravity (COG), waist angular velocity,
height of head and waist and walking step length.

2 Biped-walking Model

The biped-walking robot in Fig.1 is discussed in
this paper, Table 1 shows length li [m], mass mi

[kg] of links and coefficient of joints’ viscous friction
di [N·m·s/rad], which are determined by17). This
model is simulated as a serial-link manipulator hav-
ing branches and represents rigid whole-body such as
feet including toe, torso, arms and so on and is up to
17 degree-of-freedom. Though motion of legs is lim-
ited in sagittal plane, it generates many walking gaits
since the robot has flat-sole feet and kicking torque.
In this paper, the foot named as link-1 is defined as
“supporting-foot” and the other foot named as link-
7 is defined as “free-foot” (“contacting-foot” when
the free-foot contacts with ground) based on gaits.
When the contacting-foot stopped slipping which in-
dicated that static friction force is exerted to the foot,
the contacting-foot is transferred into supporting-foot

and the previous supporting-foot is changed to free-
foot if it was isolated from floor.

3 Dynamical Calculations and Analy-
ses

Equation of motion with one foot standing can be
donated,

M(q)q̈ + h(q, q̇) + g(q) + Dq̇ = τ , (1)

Here, τ = [fy0 , τ1, τ2, · · · , τ17] is input torque,
where fy0 is always zero since the slipping motion
has no actuators. M(q) is inertia matrix, h(q, q̇)
is the vector indicating Coriolis force and centrifu-
gal one, and g(q) is gravity one. The µk in D =
diag[µk, d1, d2, · · · , d17] represents coefficient of fric-
tion, µk is the one between foot and ground. And
q = [y0, q1, q2, · · · , q17]T includes the relative position
between foot and ground y0 generated by slipping and
the angle of joints q1～q17.

Stick SlipSlip

fs0 = ñs Åfn0 ft0 = ñk Åfn0
ñs = 1:0 ñk = 0:7

_y0 6= 0_y0 = 0

jfy0j > jfs0j

q = [q1;ÅÅÅ; q17]T q = [y0; q1;ÅÅÅ; q17]T

j _y0j < "

Fig. 2: Switch conditions of stick-slip motion

This stick motion state is described at left side
of Fig.2. If |ẏ0| < ε is satisfied, the degree of mo-
tion y0 will disappear and the equation of motion
will transfer to the equation of motion consisting of
q = [q1, q2, · · · , q17]T . On this state, static friction co-
efficient µs = 1.0 is employed, and static friction force
fs0 = µsfn0 exerts to the lateral direction of foot.

However, when the supporting-foot (1-st link) is
slipping (prismatic joint), the force exerting onto the
1-st link can be calculated by following equation.

fy0 = eT
z0

1f0 + µkẏ0. (2)

where ẏ0 is slipping velocity. The viscous friction force
of y-axis (slipping axis) described as µkẏ0 is shown in
left-hand side of Eq.(2).

If the exerting lateral force fy0 generated by dynam-
ical coupling of humanoid body calculated by Eq.(2)
satisfies |fy0| > |fs0|, the slipping motion will start
and the equation of motion, Eq.(2), will be changed
into the one with variables of q = [y0, q1, q2, · · · , q17]T

again, which is shown at the right state Fig.2.

4 Visual-lifting Approach
4.0.1 Feedback-lifting Torque Generator

This section proposes a visual-lifting feedback to
improve biped standing/walking stability as shown in
Fig.3. We apply a model-based matching method to
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Fig. 3: Concept of Visual Lifting Stabilization.

evaluate posture of a static target object described
by ψ(t) representing the robot’s head based on ΣH .
The relatively desired posture of ΣR (coordinate of
reference target object) and ΣH is predefined by Ho-
mogeneous Transformation as HTR. The difference of
the desired head posture ΣHd

and the current posture
ΣH is defined as HTHd

, it can be described by:

HTHd( d(t), (t)) = HTR( (t)) · HdTR
−1

( d(t)), (3)

where HTR is calculated by ψ(t). ψ(t) can be mea-
sured by on-line visual posture evaluation proposed
by 15, 16). However, we assume that this parameter
is set directly. Here, the force is considered to be di-
rectly proportional to δψ(t), which is exerted on the
head to minimize δψ(t)(= ψd(t) − ψ(t)) calculated
from HTHd

. The deviation of the robot’s head pos-
ture is caused by gravity force and the influence of
walking dynamics. The joint torque τh(t) lifting the
robot’s head is donated:

τh(t) = Jh(q)T Kpδψ(t), (4)

where Jh(q) in Fig.3 is Jacobian matrix of
the head posture against joint angles including
q1, q2, q3, q4, q8, q9, q10, q11, q17, and Kp is proportional
gain like impedance control. We apply this input
to stop falling down caused by gravity or dangerous
slipping gaits happened unpredictably during walking
progress. We stress that the input torque for non-
holonomic joint such as joint-1, τh1 in τh(t) in (4) is
zero for its free joint. δψ(t) can show the deviation
of the humanoid’s position and orientation, however,
only position is discussed in this study.

4.0.2 Foot and Body Motion Generator

Besides τh(t), in order to make the floating-
foot and supporting-foot step forward, added input
torques τt(t) = [0, τt2, τt3, 0, τt5, τt6, τt7, 0, · · · , 0]T are
used. And another kind of input torques τw(t) =
[0, · · · , 0, τw8, 0, · · · , 0]T is used to swing the roll an-
gle of the waist (joint-8), which further realizes the
arm swinging motion through dynamical coupling.
Here, τt(t) and τw(t) are seen as feed-forward input
torques. Here, t2 means the time that supporting-foot

and contacting-foot are switched. The elements τt(t)
and τw(t) are shown below:

τt5 =
{

20cos(2π(t − t2)/1.45), (t < 1.0[s])
15cos(2π(t − t2)/1.85), (t ≥ 1.0[s]),

(5)

τw8 =
{

50sin2π(t − t2)/1.85), (right foot is supporting)
−50sin2π(t − t2)/1.85), (left foot is supporting).

(6)

When time t < 1.5[s], τt2, τt3, τt6, τt7 are set as feed-
back inputs.

τt2 = 40(−0.2 − q2), (7)

τt3 = 50(0.3 − q3), (8)

τt6 = 100(−0.4 − q6). (9)

τt7 =
{

60(0.6 − q7), (the first step)
20(0.35 − q7), (others).

(10)

When time t > 1.5[s], τt2, τt3, τt6, τt7 are set as feed-
forward inputs.

τt2 = 10sin(2π(t − t2)), (11)

τt3 = −10 + 10sin(2π(t − t2)), (12)

τt6 = −20 + 20sin(π(t − t2)). (13)

τt7 =





60, (floating and q7 ≤ 0.6[rad])
−40, (point-contacting and q7 ≥ 0.35[rad])
0, (in other cases).

(14)

4.1 Combined lifting/swinging controller
Combining three torque generators in Eqs.(4)～

(14), the controller for walking is derived,

τ (t) = τh(t) + τt(t) + τw(t). (15)

5 Simulation of biped-walking by VLA
In the environment that sampling time was set to

2.0 × 10−4[s] and coefficient of friction between the
foot and the ground was set to µs = 1.0 (static
friction coefficient), µk = 0.7 (viscous friction co-
efficient), the following simulation experiments were
carried out. The desired position of head is set to
ψd = [0, 0, 2.30[m]]. Concerning simulation envi-
ronment, we used“Borland C++ Builder Professional
Ver. 5.0” to make simulation program and “OpenGL
Ver. 1.5.0” to display humanoid’s time-transient con-
figurations.

In this section, some figures are obtained to analyze
the stability of biped-walking in the simulation. In
this simulation, we set lifting proportional gain Kp =
diag[20, 290, 1010].

In Fig.4, X-axis represents the walking time, Y-axis
represents the step length of walking. Biped walking
includes three phases: initial phase, transient phase
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Fig. 5: Angle q7 of ankle joint of floating foot (from
the 1st step to the 11th step).

and stable walking phase.From Fig.4, the step length
comes to convergence after 5th step. And biped robot
walks as the same step length 0.5[m] after finishing
11th step.

Figures 5 and 6 show the change of the angle of
ankle of the floating foot. Fig.5 shows that the an-
gle of floating foot change irregularly before the 11th
step. X-axis represents the time, Y-axis represents
the angle of ankle joint of the floating foot. From
this figure, the change shape of angle is different. Af-
ter the 5th step, the change shape of angle starts to
converge. After 11th step (after 8.69[s]), the angle
of ankle of floating foot change regularly in the cer-
tain range and Gait Cycle (time of finishing one step
walking) changes in the limited range (from 0.77[s]
to 0.79[s]), which indicates that the gaits of floating
foot change periodically. From the figure, the shape
change of angle is similar from one step to another.
The walking motion becomes stable after 11th step.

Figure 7 show the Center Of Gravity(COG) posi-
tion during 100 step simulation. The upper part of
Fig.7 shows the screen shot of the biped walking sim-
ulation. The point A means the initial posture. B
and B’ show the state before and after the switching
of supporting foot in the 1st step. The points of C and
C’ show the second time of supporting foot switching.
The lower two columns show the transition of position
of COG from initial phase and transient phase to sta-
ble phase, which are depicted by coordinate Σtoe that
is fixed at the toe of the supporting foot. Fig.7 (b), (c)
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of waist joint in initial stage and convergence stage
(from the 1st step to the 11th step).

and (d) shows the initial phase and transient phase,
the trajectory is complexed and no obvious similarity.
In these figures, the position profile with A, B, B’, C,
C’ corresponding to them in screen shots in Fig.7 (a).
After entering stable walking shown in Fig.7 (e), (f)
and (g), the trajectory of COG is converge to specific
tendency, which is similar and along a narrow trajec-
tory ( the width of trajectory is less than 0.002[m]).

Figure 8 and 9 represent the relation of angle q8

and angular velocity q̇8 of waist joint during 100 steps.
It is related to the stability of walking. Fig.8 shows
the initial phrase and transient phase (from 1st step
to 11th step). In this phase, the movement of the
waist includes varieties and does not converge to one
trajectory. When entering the stable state shown in
Fig.9, the movement of the waist enters a limit cycle
with a very small width.

Figure 10 and 11 show the Z-axis position of head
and waist based on the world coordinate system Σw

during 100 steps walking. Fig.10 shows that the move-
ment of both of head and waist has steady oscillations,
which can be seen that the trajectory of motion is
stable. Fig.11 is the expansion of Fig.10 in time. the
height of head and waist before entering the stable
state is described more obviously than Fig.10. Be-
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fore the 11th step, the height difference of waist and
head is 0.03[m]. After 11th step, difference becomes
smaller and changes regularly. Therefore, the vibra-
tional motion of head and waist become stable.

6 Conclusion
In this paper, the stability of walking is proved by

some measurements such as step length, angle of an-
kle of floating foot and COG, waist angular velocity,
height of head and waist. The results show Visual
Feedback Control and Feedforward inputs based on
the dynamical model that contains flat feet feet in-
cluding toe, slipping and impact are effective to re-
alize the stable walking, which is human-like natural
walking. In the future work, we will adjust visual lift-
ing gains to shorten the transient time and observe
the versatility of feedforward inputs.
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進化的実験計画法における実験数と感度分析精度の関係
○内種岳詞 （神戸大学） 周晨婷 畠中利治 （大阪大学）

The Relationship between The Number of Simulation Executions and Accuracy
of Sensitivity Analysis in Evolutionary Design of Experiments

∗T. Uchitane (Kobe University), C. Zhou and T. Hatanaka (Osaka University)

Abstract– “Evolutionary Design of Experiments” (in short EDoE) is a framework to make designs of
experiments dynamically. EDoE can be applied large scale social simulation and its analysis like Tsunami
evacuation simulation. Here, the relationship between the number of simulation executions and accuracy of
sensitivity analysis is discussed. From numerical simulation results, less mutation rate of EDoE may make
the number of simulation executions less without making accuracy of sensitivity analysis worse.

Key Words: Design of experiments, Stochastic search algorithm, Sensitivity analysis

1 はじめに
大規模な自然災害への対策として，未知の災害が発生

した場合の都市の機能を評価することが求められてい
る．都市の機能評価には，過去のデータを集めて将来を
予測する方法や都市システムをモデル化しシミュレー
ションから将来を予測する方法がよく用いられる．こ
こでは，シミュレーションを利用して都市機能を評価す
る手法におけるパラメータ数と実験数についての問題
1)，および実験数を削減する進化的実験計画法 2, 3, 4, 5)

について説明する．そして，2変数の交互作用を持つ
ベンチマーク問題における進化的実験計画法の性能を
評価する．評価手法として，全実験数の組み合わせに
対する実施した実験数の比率の大小，および実験計画
から得られた実験より推定されたモデルパラメータの
誤差の大小を比較する．そして，2変数の交互作用を
持つベンチマーク問題における進化的実験計画法の有
用性を示す．

2 進化的実験計画法
2.1 問題背景 1)

集中豪雨や地震などの自然災害への対策は，さまざ
まな事態を想定しなければならないが，その対策を事
前に評価することは困難である．このような防災の効
果を評価することは困難であるが，膨大な現実データ
蓄積と高度な計算機シミュレーションを利用した評価
の推定への期待が高まっている．
このような背景のもと，金沢における地震発生後の

津波避難シミュレーション 1)結果の一部が報告された．
金沢市大野町 (Fig. 1) の津波避難において避難時間を
推定するマルチエージェント歩行シミュレーションが
実施された．この地域は，日本海沖地震による津波の
リスクがあり，有事には迅速な避難が求められる．し
かし，避難経路の橋が通れないことや，道が雪で覆わ
れて移動が困難となることが予想される．Fig. 2 は金
沢市大野町で実施された逃げ地図ワークショップ 6) で
検討された通行不可能になる可能性のある橋 11 箇所と
雪で移動が困難となると予想される道 11通りが示され
ている．避難に要する時間は，利用可能な避難経路に
よる影響を受ける．影響の大きさを見積もることがで
きれば，避難時間に大きな影響を与える橋を補強した
り，除雪対策を行い，迅速に避難を完了できる可能性

がある．しかし，橋 11 本の通過の可否と雪道の除雪の
有無の組み合わせ数は 222 (約 419万) 通りとなり，シ
ミュレーション実験でさえ網羅的に実行することは難
しい．ちなみに，市販の計算機 (Xeon 3.1GHz)のシン
グルプロセスでシミュレーション実験を行うと，1 組
あたり約 4 分で，全組み合わせでは約 11650 日必要で
あった．なお，避難者が最短経路を予め知っているな
ど，単純化した人の移動モデルを利用したことで実行
時間がすでに大幅に削減された上での見積り時間であ
ることに留意されたい．
このように，これまでに推定できなかった規模の災

害対策における評価が求められている．爆発するシナ
リオの組み合わせに対し，超並列計算機の利用によっ
て，網羅的な計算を可能にする方法がある．一方で，網
羅的なシナリオの組み合わせを網羅的に評価せず，重
要なシナリオを効率よく発見する方法を開発すること
も重要な課題である．そのため，本研究では重要なシ
ナリオをを探索する進化的実験計画法の開発を進めて
いる．

2.2 2変数交互作用を考慮したベンチマーク問題 2, 3)

進化的実験計画法は，感度解析を適用できる適切な
シナリオを効率よく選択する手法である．従来の実験
計画法は，実験開始前に決定してから実験を実施する
のに対し，本研究の手法では，実験を進め得られた結
果により動的に計画を変更する．ここで schema は，
∗0000000 ∗ 0000000000000 のように 0 と ∗ とで表現さ
れるパターンとして定義される．要素は，0か ∗のどち
らかで，要素数はイベントの数に等しい，たとえば，津

Fig. 1: 産業技術総合研究所人間情報研究部門において
開発されたNIGECHIZU SIMULATOR で対象とされ
た金沢市大野町．

第11回コンピューテーショナル・インテリジェンス研究会 
2017年6月26日-27日, 大津

PG0008/17/0000-0073 © 2017 SICE73



Fig. 2: 通行不可能となる可能性のある橋 11 本の配置
と雪により移動が困難となる道 11 本の配置．

波避難シミュレーションでは，橋と道の合計数が 22な
ので，要素数は 22となる．ここで，∗ はワイルドカー
ドであり，0 と 1の両方の状態を取る．すなわち，
∗ ∗ 000000 ∗ ∗000000000000
の schema からは，16のシナリオ

1. 00 000000 00 000000000000
2. 10 000000 00 000000000000
3. 01 000000 00 000000000000
4. 11 000000 00 000000000000
5. 00 000000 10 000000000000
6. 10 000000 10 000000000000
7. 01 000000 10 000000000000
8. 11 000000 10 000000000000
9. 00 000000 01 000000000000
10. 10 000000 01 000000000000
11. 01 000000 01 000000000000
12. 11 000000 01 000000000000
13. 00 000000 11 000000000000
14. 10 000000 11 000000000000
15. 01 000000 11 000000000000
16. 11 000000 11 000000000000

が得られる．各シナリオの 0 または 1 は，たとえば，
津波避難シミュレーションで橋や道の通行可否に対応
している．そして，各シナリオは避難時間評価シミュ
レーションの入力となり，対応する 16通りの避難時間
がシミュレーション結果として得られる．よって，上
記の scema が獲得できれば，第 1, 2, 9, 10番目の主効
果および，それらの主効果の交互作用の影響度を重回
帰分析で評価できる．
最良の実験計画は感度解析の結果の確度が良く，か

つ，実験数がより少ないものである．しかし，感度解析
の確かさは，全シナリオに対する感度解析を実施して
みるまで比較できない．よって，良い schema の集合
を見つけるためには，なにかしらの方法で schema の
良さを評価しなければならない．また，schemaの ∗ の
数が少ないことはシミュレーションを実施するシナリ
オ数が少なくてすみ，実験コストを削減できることを
意味するが，∗ の数が少なすぎると感度解析結果の確
度は悪くなると考えられる．
進化的実験計画では，実験数の増加を抑え，感度解析

結果の確度を良くするために，schemaから得られるシ
ナリオをシミュレーションで評価した結果の標本分散
を評価する．なぜなら，schemaから得られるシナリオ
でシミュレーションした結果が大きく変動すれば，感
度解析の結果として大きな感度が得られるためである．
よって，結果のばらつきを大きくする schemaが実験計
画に含まれるべきだと仮定し，結果の標本分散の大き
さで schema を評価する．従って，発見すべき schema
は，結果の標本分散を大きくし，かつ，含まれる ∗ の
数が少ないものである．なお，ここでは schema に含
まれる ∗ の数を order と呼ぶ．

簡易的なシステムモデルは式 (1)で与えられる．

y = a0 +
D∑
i=1

aixi +
D∑
i=1

D∑
j=i+1

bijxixj

ai = ai+8 (1)

bij = b(i+8)(j+8)

ここで，a0, a1, . . . , aD, bij は定数のモデルパラーメタ
で xi はモデルの入力変数 y はモデル出力，D はモデ
ルの入力変数の次元である．xi は 0 または 1 の値が入
力される. D として，8の倍数を与える．モデルパラ
メータの値は Table 1 に示す. 式 (1) では，入力変数

Table 1: 簡易的なシステムのモデルパラメータ
a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

0 1500 1000 500 0 0 0 0 0

b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8
b2 -1200 – – – – – – –
b3 0 0 – – – – – –
b4 0 0 0 – – – – –
b5 0 0 0 1000 – – – –
b6 0 0 0 0 0 – – –
b7 0 0 0 0 0 0 – –
b8 0 0 0 0 0 0 0 –

の次元数Dを 8,16,24と与えることにより，容易に次
元数を増加させられる．また，2種類の交互作用が明
示的に与えられる．1つは，主効果が存在する変数の
組み合わせにおける交互作用で，b12 = −1200が対応
する．この交互作用は，x1 と x2 が同時に 1になった
時にのみ影響を及ぼす．そして，x1 と x2 には，それ
ぞれ主効果として a1 や a2 が影響する．一方で，主効
果が存在しない変数の組み合わせにおける交互作用で，
b45 = 1000が対応する．この交互作用は，x4 と x5 が
同時に 1になった時にのみ影響を及ぼす．そして，x4
と x5 には，それぞれ主効果の影響がない．
Fig. 3にD = 8，Fig. 4にD = 16のときの schema

に対応した標本分散の大きさを order 別にそれぞれ示
す．主効果も交互作用もないダミー変数 x6, x7, x8 が
存在するため，それらの変数に ∗がある schema の分
散はそれらの変数に ∗がない schema と同じ評価にな
る．シナリオ数を増やすことなく，より小さい ordre
の schema を探すことが求められるので，たとえば，
D = 8において Fig. 3における order が 4で最大の
分散を示す schema=“*0***000”を探すことが求めら
れる．ちなみに，D = 8 のときに，感度分析を行う
には，schema=“*****000” が発見されることが望ま
しいが，schema=“*****000”の分散は，係数の影響で
schema=“*0***000”より小さくなる．

2.3 アルゴリズム
モデルに関する事前知識なしに，より良いデザイン

を獲得する最良の方法は存在しない．そこで，より良
いデザインを探す一般的な手法が必要となる．ここで
は，確率的な探索を繰り返すことにより，より良いデ
ザインを獲得するアルゴリズムを提案する．提案した
アルゴリズムは以下手順で実施される．

1. ∗ の数が 2の初期パターンの生成 (集団サイズは
DC2となる)

2. schema からシナリオを生成し結果の標本分散
V (Y )を評価

74



Fig. 3: order と標本分散の関係 (D = 8)．

Fig. 4: order と標本分散の関係 (D = 16)．

3. V (Y ) の値に基づき新しいユニークな schema を
生成し，悪い schema を淘汰する

4. 終了条件を満たすまで，schema の評価・生成・淘
汰を繰り返す

新しい schema は，2つの親 schema の交叉と突然変異
によって生成される．schema の分散の評価に基づき，
親と成る schemaをトーナメント選択 (トーナメントサ
イズ 2)する．生成された schema の要素の値は，それ
ぞれ親の schema のどちらかの値から確率的に選択さ
れる．よって，生成された schema の order は，親の
order より増減する．また，交差だけでは，どちらの親
schema にも ∗の存在しない場所には新しく ∗ は生成
されない．生成されたパターンの各遺伝子座には，突
然変異がある確率 (MR)で起こり ∗ に変化する．

3 数値実験
問題の次元数 D = 8, 16, 24 において，突然変異確

率 MR = 500, 1000, 1500, 2000, 2500, 0 を与えた．こ
こで，たとえばMRが 1000であることは，生成される
schema の要素 1000個に 1個が確率的に突然変異で ∗
へ変化することを意味する．よって，大きなMRほど
突然変異する数は少ないことを意味し，特に，MR = 0
は突然変異が起こらないことを意味する．なお，各実
験設定において，乱数の初期値を変えた 5試行を実施
した．

3.1 進化的実験計画法で必要となった実験数と
schemaの関係 5)

Figure. 5，Fig. 6，Fig. 7に，D = 8, 16, 24での利用
されたシナリオ数の世代推移をそれぞれ示す．D = 8
の場合はMRの変化によるシナリオ数の増加速度の差
は見えなかった．しかし，D = 16, 24の場合，突然変異

Fig. 5: 利用されたシナリオ数の推移 (D = 8)．

Fig. 6: [再実験データ] 利用されたシナリオ数の推移
(D = 16)．

Fig. 7: 利用されたシナリオ数の推移 (D = 24)．

が起こりやすいほど，シナリオ数の増加速度が速かっ
た．さらに，突然変異が起こらない (MR = 0)場合で
は，シナリオ数がより少ない数での増加しなくなった．
なお，内種らによる報告 5) におけるD = 16の結果に
誤りがあったため，ここでは Fig. 6に再実験した結果
を掲載している．

得られた schema の特徴として，初期世代における
schema の進化の様子を見るため，世代別に schema の
order ごとの分散の最大値を調べた．Fig. 8に，D = 8
のMR = 0, 500の場合についてそれぞれ示す．Fig. 8
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Fig. 8: D = 8での初期から数世代の order 別の最大標
本分散，MR = 0(上),MR = 500(下)．

Fig. 9: [再実験データ]D = 16での初期から数世代の
order別の最大標本分散，MR = 0(上),MR = 500(下)．

より，D = 8のとき，MRの差は見られなかった．Fig.
9に，D = 16のMR = 0(上),MR = 500(下)の場合
についてそれぞれ示す．Fig. 9より，D = 16のとき，
突然変異確率が高いMR = 500方が，より早い世代に
おいて order の少ない schema が淘汰されているのが
確認された．さらに，突然変異確率が高いMR = 500
のとき，order の多い schema がより早い世代で誕生
していることが確認された．Fig. 10 に，D = 24 の
MR = 0, 500の場合についてそれぞれ示す．Fig. 10
より，D = 24のとき，D = 16のときと同様の傾向が
確認された．

3.2 重回帰分析によるモデルパラメメータ推定

実験計画法の目的は，データを統計モデルに当ては
めそのパラメータを推定することである．ここでは，進
化的実験計画法より得られたモデルパラメータを示す．
ベンチマーク問題として利用した式 (1)は 2変数の

Fig. 10: D = 24での初期から数世代の order 別の最大
標本分散，MR = 0(上),MR = 500(下)．

交互作用を考慮したモデルになっている．そして，求
められるべき係数は，k(i) = [i, . . . , i+8 ∗mod(D, 8)],
k(ij) = [ij, . . . , (i+8 ∗mod(D, 8))(j+8 ∗mod(D, 8))]
として ak(0), ak(1), ak(2), bk(1)k(2), bk(3)k(4) である．進
化的実験計画法より得た実験全てを利用して，係数
を推定する重回帰分析を実施した．推定された係数
を，âk(1), âk(2), âk(3), b̂k(1)k(2), b̂k(4)k(5) と表し，誤差
residualsは，

Residuals =|ak(1) − âk(1)|+ |ak(2) − âk(2)|+

|ak(3) − âk(3)|+ |bk(12) − b̂k(12)|+ (2)

|bk(45) − b̂k(45)|

と定義する．
進化的実験計画法では，2変数の交互作用を予め考

慮した初期実験を与えるため，3変数以上の交互作用
を持たない式 (1) では，初期世代から係数推定が可能
である．Fig. 11, Fig. 12, Fig. 13に D = 8, 16, 24の
場合の residuals を，初期世代から数世代それぞれ示
す．式 (1)から得られる y にはノイズが加えられてい
ないため，推定誤差は世代や実験数の増加に関わらず，
小さいままである．誤差が増加しているように見える
が，増加した誤差は僅かであり，多くの実数値を計算
した計算誤差であると考えられる．

3.3 考察

事前に報告した実験 5)より，突然変異確率が大きい
ほど order の少ない schema の探索を早い世代で打ち
切り order の多い schemaの探索へ移行した．また，得
られた schemaの集合に対して重回帰分析を実施し，誤
差を評価した結果，初期世代から誤差小さく，また大き
く変化していないことが分かった．このことから，進
化的実験計画法の初期 schema生成により，2変数ま
での交互作用を持つモデルパラメータを実験数を増や
すことなく推定できることが示された．一方で，進化
的実験計画法の突然変異操作をほとんど行わないこと
が，式 (1)に対して，より実験数を抑える結果となっ
た．シナリオ数の急激な増加を招く突然変異は不必要
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Fig. 11: 推定された係数と新の係数の誤差 (D = 8)．

Fig. 12: 推定された係数と新の係数の誤差 (D = 16)．

Fig. 13: 推定された係数と新の係数の誤差 (D = 24)．

に見えるが，3変数以上の交互作用が存在するような
モデルに対しても同様のことが言えるかは検証する必
要がある．

式 (1)は 2変数の交互作用を持つモデルであり，提案
した実験計画法では，初期世代から係数を推定可能で
ある．ただし，係数を推定するためには，モデルの出
力にとって重要な変数を分類する作業が事前に必要と
なる．本稿では，すでに重要な変数や変数間の交互作
用が正しく推定できた前提で誤差を評価している．今
後は，進化的実験計画により得られた実験から重要な
変数や交互作用を推定する枠組みを与える必要がある．

4 おわりに
本稿では，内種らが提案した進化的実験計画法におい

て，実験計画より得られたデータからモデルパラメータ
を重回帰分析で推定し真の値との誤差を評価した．数
値実験より，初期世代から良い精度のモデルパラメー
タが推定できていることが示され，また実験数が突然
変異の操作をしない場合より多く削減できることが示
されたことから，進化的実験計画法は有用であると言
える．しかし，3変数以上の交互作用を持つモデルで
同様のことが言える保証はない．また，今回は突然変
異についてのみ検討を行ったが，交叉や親個体の選択
方法が実験数及ぼす影響についても検討を進める．
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CNNを用いた環境音スペクトログラムによる
授業状況の推定に関する考察
○北橋未先 半田久志 （近畿大学）

Consideration on Estimation of Classroom Situations by Environmental Sound
Spectrograms by using CNN

∗M. Kitahashi and H. Handa (Kindai University)

Abstract– In this paper, the estimation method of the classroom situations from environmental sounds. We
could formulate such problems as a sort of voice recognition problems. In this study, however, we convert the
environmental sounds to imgaes, i.e., spectrograms. Such spectrograms are used to estimate the classroom
situations by using Convolutional Neural Network (CNN). Moreover, we compare the accuracy of the CNN
with the one of Support Vector Machine (SVM). The experiments indicate the effectiveness of the CNN.

Key Words: Convolutional Neural Network, Spectrogram, Momentum Stochastic Gradient Descent

1 はじめに
日本全国の教育現場へ ICT活用の波が広がるなかで，

学生が PCやタブレット等の端末を操作する授業が増
えている．また，文部科学省が教育の情報化加速化プ
ランを策定するなど，今後も更にこの波は広がってい
くことが予想される 1) ．それに伴い，端末操作に不慣
れな先生であっても，授業をしながら学生の端末画面
を見て授業態度を確認しなければならない場面が増え，
先生の負担が増大しつつある．その問題を解決するた
め，先生の代わりに学生の授業態度を評価するシステ
ムの開発を試みるに至った．
学生の授業態度を正しく評価するには，授業の状況
に応じた評価基準を設けなければならない．しかし，先
生が授業の状況を逐一入力する仕様では手間がかかる
上，入力のし忘れやミスなどが起こりうる．これらの
対策のために，収集が容易である環境音を用いて，シ
ステムに授業状況を推定させることを考える．
環境音は話者が大人数である場合も想定されるため，
音声認識による文字列への変換や話者の判別が困難で
あることが予想できる．そこで，画像認識において事
前学習を用いずに成果を出している畳み込みニューラ
ルネットワーク (Convolutional Neural Network:CNN)
に着目する．授業中の環境音をスペクトログラム画像
に変換し，CNNを用いてそれらを分類することで授業
状況を推定する．
本稿では，初めに本研究で用いるCNNと学習手法に
ついて述べる．そして，授業中の環境音に状況 (講義，
演習，試験)をラベル付けし，スペクトログラム画像に
変換したものを CNNで分類する実験を行う．並びに，
その性能をサポートベクターマシン (Support Vector
Machine:SVM)と比較し，考察する．最後に，結論と
今後の課題について述べる．

2 CNN

CNNとは畳み込み層とプーリング層を交互に接続し
た構造を持つ多層ニューラルネットワークである．畳
み込み層とプーリング層によって，領域単位で特徴が
抽出でき，特徴の位置変化に対して柔軟になる．これ
により画像認識の分野で注目されることとなった．こ

こでは，畳み込み層とプーリング層の構造について解
説し，本研究で用いる CNNモデル全体の構造を示す．

2.1 畳み込み層
畳み込み層では，入力と複数のフィルタの畳み込み
演算を行う．
1つのフィルタを畳み込む場合を考える．入力が縦横
サイズS×S画素のD枚の画像であるときの入力はS×
S×D，その入力に対して畳み込むフィルタはT×T×D
の形をとる．そのときの入力値を INxyz(x, y, z ∈ [0, S−
1], [0, S − 1], [1, D])，フィルタの重みを wxyz(x, y, z ∈
[0, T−1], [0, T−1], [1, D])とする．入力画像の画素 (i, j)
を頂点とするサイズ T × T ×Dの領域にフィルタを畳
み込み，バイアス bを足した結果

uij =

D∑
z=1

 ∑
(p,q)∈Pij

INpqzwp−i,q−j,z

+ b

となる．ただし，Pij は画像中の画素 (i, j)を頂点とす
るサイズ T × T の正方領域

Pij = {(i+ i′, j+ j′)|i′ = 0, ..., T − 1, j′ = 0, ..., T − 1}

である．ここで使われている wpqz と bが最適化によっ
て更新されることになる．縦や横方向に頂点 (i, j)をス
トライド sで移動させていき，別の領域にも同じフィ
ルタを畳み込んでいく．
このように計算された uij は，その後活性化関数 a

を経て，畳み込み層の出力

OUTij = a(uij)

となる．D′枚のフィルタを畳み込むと，出力OUTの
形は S′ × S′ ×D′ となる．

2.2 プーリング層
プーリング層では，ある領域内の入力を 1つの値に
集約する．これにより，画像内の特徴の微小な位置変
化に対する応答の不変性を実現することができる．
プーリング層の入力の形を畳み込み層と同様に S ×

S ×N と表す．入力値を INxyz とし，その中の T × T
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サイズの正方領域 Pij を対象にプーリングする．平均
プーリングでは

OUTijz =
1

|Pij |
∑

(p,q)∈Pij

INpqz

最大プーリングでは

OUTijz = max
(p,q)∈Pij

INpqz

が出力となる．畳み込みと同様に，縦や横方向に頂点
(i, j)を間隔 sで移動させ，別の領域もプーリングする．

2.3 モデル
モデル全体の構造を示す前に，畳み込み層とプーリ
ング層以外での処理について説明する．
パディングは，畳み込みの前に入力の周囲を 0で埋
める処理である．これには，端の領域が他に比べて畳み
込まれる回数が少なくなることを防ぐ目的がある．パ
ディング幅を p，入力が縦横サイズ S×Sとすると，パ
ディング後のサイズは (S + 2p)× (S + 2p)となる．
Dropoutは，順伝播時には対象となる層の出力をす
べて α倍にし，学習時には一定割合 0 ≤ α < 1のノー
ドを消す処理である．学習時に消されたノードは存在
しないかのように扱い，学習に影響を与えない．これ
には，各ノードに対して他のノードに頼らず活動させ，
過学習を防ぐ目的がある．
では，本研究で用いる CNN全体の構造を説明する．

CNN全体の構造を Fig. 1 に示す．Fig. 1 中の表記の
意味は Table 1 に示す．CNN の入力画像のサイズを
256× 256画素とする．スペクトログラム画像はカラー
であるため，1画素の表現はRGBの 3次元ベクトルと
なる．したがって，入力層は 256 × 256 × 3の形をと
る．また，講義，演習，試験の 3クラスに分類するた
め，出力層には各クラスに対応する 3個のノードを有
する．これらは Softmax関数により確率分布となって
いる．3個のノードのうち，最も値が高いノードに対
応するクラスが推定の結果となる．
CNNでは通常出力層の直前に全結合層を含むが，こ
のモデルは全結合層の代わりに特徴マップ全域での平
均プーリングを採用している．この構造はNetwork In
Network(NIN)と呼ばれ，2014年にMin Linらによっ
て提唱された 2) ．また，通常の畳み込み層の後にフィ
ルタサイズ 1の畳み込み層を組み込んでいるのも，NIN
の特徴である．このNINの構造が過学習を防ぐことが
わかっている．

3 学習
CNNのパラメータ θの更新方法について述べる．1
個のある入力に対する理想の出力 dz(z = 1, 2, 3)と実
際の出力 pz の交差エントロピーは

C = −
3∑

k=1

dk log pk

となる．このとき dzは，正解クラスのとき 1，正解クラ
スでないとき 0とする．本研究ではミニバッチ法で学習
するため，バッチサイズ nのミニバッチN の交差エン
トロピーの平均 CN をコストとする．そして誤差逆伝

Fig. 1: 本研究で用いる CNN全体の構造

Table 1: 表記の意味
表記 意味

Conv(L,D,s,a) 畳み込み層 (L：フィルタサイズ，
D：フィルタ枚数，s：ストライド，

a：活性化関数)

MaxP(L,s) 最大プーリング
(L：領域サイズ，s：ストライド)

AveP(L,s) 平均プーリング
(L：領域サイズ，s：ストライド)

Pad(p) パディング (p：幅)

Dropout(α) Dropout(α：割合)

Softmax Softmax関数
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播によって勾配 ∂CN/∂θを求めた後，MomentumSGD
(Momentum Stochastic Gradient Descent)と呼ばれる
最適化手法を用いて θを更新する．
MomentumSGDは θの更新に慣性を加え収束を早め

た確率的勾配降下法である．この手法はハイパーパラ
メータとして学習率 η，慣性パラメータ αを持ち，速
度 vを更新しつつ学習する．速度 vは初期値を 0とす
る．速度を

v ← αv − η ∂CN

∂θ

のように更新．この αvが慣性を意味する．その後 θを

θ ← θ + v

のように更新する．これらの作業をミニバッチ毎に行
い，CN を小さくする θを学習する．以降，θの 1回の
更新を 1 train，訓練データ 1周分の学習を 1epochと
数える．

4 実験
これまでに述べた CNNモデルと学習方法の有用性
を比較実験と適応実験により検証する．

4.1 比較実験

4.1.1 手法

Fig. 2: スペクトログラム画像の例 (講義クラス)

比較実験では，CNNによる講義状況の推定正解率を
ソフトマージン SVMと比較する．
訓練データ及びテストデータには，大学の講義中の
環境音を用いる．講義中の環境音を 5秒間隔で切り取
り，256× 256のスペクトログラム画像を生成する．ス
ペクトログラムは Fig. 2 のような画像になる．スペク
トログラムの横軸は時刻 t (s)で 0 ≤ t ≤ 5，縦軸は周
波数 f (kHz)で 0 ≤ f ≤ 22，色は音声信号の大きさの
対数スケール db (dBFS)で−100 ≤ db ≤ 0の範囲の値
をとる．そして，画像の各画素を [0,1]の範囲で正規化
する．それらをその時の状況から講義，演習，試験に
ラベル付けしたものを CNNへの入力とする．
用意した学習データは各クラス 3881個，合計 11643

個である．これらをランダムにソートした後に 10等分
する．この際，1グループ内には各クラスのデータが同
じ数あるようにした．その内の 9グループを訓練デー
タにして 20 epoch分学習させる．それと同時に，残り
の 1グループをテストデータにして 1 train毎にその時
点での正解率を測る．この作業を全てのグループが 1
回ずつテストデータになるようにグループを交代して，

計 10回行う．最終的に 10回分の正解率を 1 train毎に
平均する．つまり，10分割交差検証によって実験する．
学習時のバッチサイズは 32とし，MomentumSGD
のハイパーパラメータは学習率 η = 0.01 ·
0.97epoch−1(epoch ∈ [1, 20])，慣性パラメータ α = 0.9
とする．
比較対象となるソフトマージン SVMも 10分割交差
検証する．SVM の検証は以下の 3 パターンの方法で
行う．

• 線形カーネル

• 線形カーネル +BoF

• RBFカーネル +BoF

BoF(Bag-of-Features) と は ，SIFT(Scale-Invariant
Feature Transform) と k-means を用いて画像をヒス
トグラムで表現する手法のことで，本研究では画像を
100次元で表現し SVMに入力する．SVMのパラメー
タは探索によって決定する．

4.1.2 結果

Fig. 3: 平均正解率の推移

Fig. 4: 平均コストの推移

10 分割交差検証による平均正解率の推移を Fig. 3
に，平均コストの推移を Fig. 4 に示す．この実験では，
最終的に平均正解率 89.06% で状況の推定に成功した．
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Table 2: 比較実験の混同行列
推定

講義 演習 試験
講義 3385 153 343

正解 演習 144 3652 85
試験 535 117 3229

Table 3: SVMの推定結果
方法 パラメータ 平均正解率

線形カーネル C = 2−1 82.41%

線形カーネル +BoF C = 2−5 76.17%

RBFカーネル +BoF C = 20 79.58%
γ = 2−9

比較実験の混同行列を Table 2 に示す．また，SVM
の推定結果をTable 3 に示す．CNNの方が全パターン
の SVMよりも正解率が高い結果となった．Fig. 3 か
ら，CNNの平均正解率は 5000 train以降，約 82.5%
から 92.5% の間を振動し続け，停滞していることがわ
かる．最終正解率は 89.06% であるが，振動域の中央
値はそれよりもやや劣る．しかし，それを考慮しても
SVMの中で最も高い 82.41% を超えており，CNNの
方が正解率が高かったと言える．

4.2 適応実験

4.2.1 手法

適応実験では，比較実験で学習した CNNモデルを
用いて未知の講義の状況を推定し，比較実験と正解率
を比較する．
比較実験と同様のデータ生成手順により，講義クラ
ス 1445個，演習クラス 136個，試験クラス 435個の
データが得られた．比較実験時に学習した CNNモデ
ルは 10分割交差検証により 10個あるため，それぞれ
で推定を行う．

4.2.2 結果

Table 4: 適応実験の混同行列
推定

講義 演習 試験
講義 11393 634 2423

正解 演習 235 266 859
試験 806 422 3122

適応実験の混同行列をTable 4に示す．この実験での
正解率は73.32%となり，比較実験の結果である89.06%
に比べ 15.74ポイント低い結果となった．

5 考察
はじめに，比較実験で比較した推定方法において，

CNNの方が SVMより正解率が高かった原因を考察す
る．正解率に差が出た原因の一つに，入力の変化に対
する不変性に差があったことが考えられる．入力のス
ペクトログラムの横軸は時刻であるため，推定に必要
な特徴の位置が横軸方向に変化する．したがって，高
い正解率で推定するためには，この入力の変化に対し
てモデルに不変性を持たせなければならない．CNNは
プーリングにより，入力画像の特徴の位置変化や歪み
に対して柔軟であるため，SVMよりも高い不変性を実
現できた．SVMで用いた BoFでも特徴の位置変化に

対応出来るが，BoFの場合は特徴の位置情報を完全に
落としてしまい，スペクトログラム画像の縦軸で表さ
れる周波数までもが欠落し，正解率を下げたと考えら
れる．
次に，適応実験の結果が比較実験に比べ 15.74ポイ
ント低い結果となった原因を考察する．Table 4 から，
未知の講義の推定では演習クラスの 63.16% を試験ク
ラスと誤って推定したことが判る．この誤推定はTable
2 の比較実験の結果と比較してもかなり高い割合であ
る．これは，適応実験の対象の講義では，学習データ
で用いた講義と演習の内容が異なっており，学生が静
かで相談する声がほとんど無かったことが原因である
と考えられる．
最後に，推定の正解率をより良くする手段を考察す
る．Fig. 4 から平均正解率が停滞した 5000 train以降
も平均コストは少しずつ減少していることが判る．こ
の時点ですでに過学習している恐れがあるため，これ
以上 epoch数を増やしても未知の講義の状況推定正解
率が大きく向上することは見込めない．それ以外の手
段としては，ハイパーパラメータやモデル，最適化手
法の変更，データ形式の変更が考えられる．データ形
式の変更について述べる．Table 2 から判るように，演
習クラスのデータは 94.10% という高い精度で推定に
成功している．これは，演習中は学生同士が相談をして
いるため環境音に特徴が出やすいからであると考えら
れる．一方，試験クラスのデータの推定精度は 83.20%
と低く，13.79% を誤って講義クラスと推定している．
講義クラスは講師の声，試験クラスは静かであること
が特徴であると想定できるが，試験中の講師からの指
示や補足する声が講義の特徴と酷似している．それに
より一部の試験クラスのデータが誤って推定されたの
ではないかと考えられ，これを解決することで正解率
の向上が見込める．この対策として，データ生成時の
環境音を区切る間隔を長くすることで，データの偏り
を軽減するといった方法が考えられる．また，未知の
講義の状況推定正解率を高めるためには，より様々な
講義を学習データに用い，講義の内容や学生の変化に
強いモデルを作る必要があると考えられる．

6 おわりに
本稿では，授業の状況 (講義，演習，試験)の推定方法
として，環境音のスペクトログラム画像を用いたCNN
による推定を提案し，性能実験を行った．実験の結果
より，CNNは SVMよりも正解率が高いことが判った．
しかし，実験から試験クラスのデータの推定精度が
比較的低いことも判った．試験クラスのデータの推定
精度を更に上げることで，正解率の向上も見込める．今
後の課題としては，ハイパーパラメータやモデル，最
適化手法，データ形式を変更するなどの手段で，更に
正解率を高められるかを検討することがあげられる．
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1. はじめに

この 20 年来の ICT 関連技術の進展や普及にともな
って急速に量的拡大を続けるデジタルデータの活用は，
マーケティング，医療，交通，ソーシャルメディアな
ど多方面にわたって推進されている．教育・学習の分
野においても，大規模データを活用した教育・学習改
善や意思決定支援，価値創出などを推進する動きが続
いている．組織的な改善や教育の質保証の観点からは，
データに基づく意思決定支援機能をあらわす IR

（Institutional Research）が全世界的に発展しつつある
1)．一方で，大規模データをもとに学習者の特性や環
境を分析し，効果的・効率的な学習の支援へつなげる
ための研究分野として，LA（Learning Analytics）がこ
の数年で大きく成長している 2)． 

IRと LAはそれぞれ異なる文脈から発展してきた経
緯はあるが，用いるデータの粒度や所属，分析目的な
どを適切に整理すれば，両者を連続性をもって統一的
に取り扱うことは可能であると考えられる 3)．たとえ
ば従来より，IRと LAいずれの領域においても，高リ
スク（at-risk）な学生を早期に発見し，適切な支援策
にむすびつけることがしばしば研究されているが 4) 5)，
これらの知見を統合することは IR，LA の双方にとっ
て有用であると考えられる．
本研究では，成績不振や留年・退学など，大学生活

におけるリスクをもつ学生の早期発見という IR 的な
要求に対し，従来 LA 研究において頻繁に用いられて
きた LMS（Learning Management System; 学習管理シス
テム）のログデータを活用するアプローチについて検
討する．LMSのログデータから学生の行動をとらえる
特徴量を抽出し，これを説明変数とするパターン分類
問題として高リスク学生の発見を取り扱うことを考え，
実際のデータを用いた数値実験によりこれを検証する． 

2. LMSと高リスク学生の予測モデル

2.1. 本研究で対象とする LMS 

本研究ではX大学のデータをもとに検討を進める．X

大学では，全学的に独自LMSを運用している．当LMS

は，授業ごとの学習管理に用いられるほか，大学全体
の学習におけるポータルサイトとしての機能も果たし
ており，大学からのお知らせの閲覧，eポートフォリオ，
自主学習eラーニングコンテンツなどを含む．大学から
のお知らせを確認する必要性や，必修科目において授
業の学習管理を当LMSで行っていることなどから，X

大学において学習を進めるためには当LMSを一定程
度以上利用することが求められるため，当LMSの利用
状況は，その学生の大学生活へのコミットメントの程
度をある程度反映していると考えられる． 

当LMSのログデータは，学生がLMS上で何らかの操
作をするごとに，学生ID，操作内容，操作日時のセッ
トを1件のレコードとして記録される．操作内容には，
ログイン，ログアウト，授業の受講開始，受講終了，e

ラーニング教材のプレイヤーの起動，ファイルの提出
などがあり，学生が行った操作の詳細が記録される． 

2.2. LMSからの特徴量抽出と本研究で用いた変数 

本研究では，前節で述べたLMSの操作ログデータか
ら抽出した6つの特徴量および必修科目の欠席率を説
明変数とし，1年次前期末のGPAの高低を予測するパ
ターン分類問題を取り扱う． 

本研究で用いた変数をTable 1にまとめる．目的変数
に用いる「(1) GPA」は，1年次前期末のGPAを2値化し
たものである．2値化においては，GPAの全学生の平
均値をμ，標準偏差をσとしたとき，（μ-σ）より大
きい場合 「(1) GPA」をhigh，（μ-σ）以下の場合low

としている．「(1) GPA」がlowの学生を本研究では「高
リスク」の学生とみなす． 

説明変数には Table 1に示す 7種類を考えた．「(2) 

attendance」は，1年次前期に履修する必修 3科目の出
席率であり，毎週（全 15週）の授業回ごとに手動で記
録される値である．(3)～(8)は自動的に蓄積される
LMSのログデータから計算される特徴量であり，LMS

上の行動をさまざまな観点からとらえるために本研究
において独自に考えたものである．「(3) player」は，
配布資料など授業で用いられる教材や自主学習コンテ
ンツへアクセスするためのプレイヤーを起動した回数
である．「(4) night」は，夜間（午前 0時から 5時）の 

Table 1: 本研究で用いた変数 

変数の種類 変数 データソース 

説明変数 (1) GPA 成績データ 

目的変数 

(2) attendance 出欠席データ 

(3) player

LMSログデータ 

(4) night

(5) login

(6) start

(7) submission

(8) time
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間の操作回数を表わす．「(5) login」はLMSへのログ
イン回数である．「(6) start」は，レポートやテストな
ど，学生がアウトプットする活動のための機能を起動
した回数であり，「(7) submission」は，その活動を完
了させた回数である．「(8) time」は，ログイン時間の
合計（秒）である． 

2.3. 機械学習による予測モデル構築 

LAやIRにおいては，なんらかの予測を行うために予
測モデル（Predictive model）を利用することがしばし
ば行われる6)．データの規模が大きくなり，また対象
がより複雑になるにつれ，予測モデルには機械学習や
データマイニングの手法を用いることが多くなってい
る．データにもとづき適切な学習／修学上の支援を行
うために，学習の成果や継続に関してリスクがある学
生（at-risk students）を早期発見することに関しても多
くの研究が行われており4) 5)，この早期発見は予測モデ
ルの運用により実現される． 

本研究では，LMSログからの特徴量を中心とする変
数をもとに，いくつかの機械学習の手法を用いて高リ
スク学生を早期発見することを検討する．前節で述べ
たように，1年次前期末のGPAの高低を予測する2値の
パターン分類問題としてこの問題を扱い，機械学習の
なかでも，ロジスティック回帰，サポートベクターマ
シン，およびランダムフォレストによる2値分類を行う．
いずれもさまざまな分野で応用の進んでいる有用な手
法として知られているものである7)． 

3. 数値実験 

3.1. 使用したデータと実験環境 

本研究では，X 大学 Y 学部における 2015 年度入学
生 202名について，2015年 4月 1日から 8月 5日まで
に記録された 200,979 件のレコードを用いて数値実験
を行った．この期間は，入学時オリエンテーションの
週から，前期の最終週（第 15週）までに相当するもの
である． 

予測モデルとしてはロジスティック回帰，サポート
ベクターマシン，およびランダムフォレストを使用し，
Python 3.6.0と scikit-learnパッケージを用いてこれを実
装した． 

3.2 高リスク学生の早期発見 

変数「(1) GPA」が lowである学生を高リスク学生と
したとき，そうした学生をなるべく早期に発見するこ
とが本研究の前提となる目的である．そこで本実験で
は，ある授業週において，それまでに得られた全デー
タを用いてモデルの学習を行う，ということを全授業
週において行い，モデルの予測性能が週を追うごとに
どのように変化するかを検討する．  

以下の実験における予測性能の検証では，予測性能
の指標として，precision（適合率），recall（再現率）
および F値を用いた．precisionは，モデルが予測した
分類ラベルが真の値と等しい割合，recallは，真の値の
うち，予測モデルによって正しく分類された割合を示
す．precision と recall は一般にトレードオフの関係に
ある．F 値は precision と recall の調和平均であり，両
者を総合的に考慮した指標として知られる．本実験で
は，注目する週において利用可能なデータについて

10-fold cross validationを 10回行い，指標それぞれにつ
いて平均値を示している． 

Fig. 1から Fig. 6は，各週における予測性能の違いを
予測モデルごとに示したものである．Fig. 1から Fig. 3

は，LMS ログからの特徴量である(3)～(8)の変数に加
えて，実際の授業への出席率である「(2) attendance」
の変数を説明変数に用いた場合の結果であり，Fig. 4

からFig. 6はLMSログからの特徴量のみを説明変数に
用いた場合のものである．ここで，週のインデックス
「0」は入学時のオリエンテーションの週を示す． 

これらの結果から，週を追うごとにいずれの性能指
標も上昇傾向にあることが確認できるが，手法によっ
てふるまいが異なることがわかる．サポートベクター
マシンは比較的高い precision を示し続ける一方で
recallは他の手法より低い値を取り続けており，実際に
高リスクな学生の検出力は相対的に低いことがわかる．
ロジスティック回帰は，出席率を使用する場合（Fig. 1）
は precision，recallともに安定して高い値へと推移して
いるが，出席率を使用しない場合（Fig. 4）は，サポー
トベクターマシン同様に precision に比べて recall が低
くなっている．これに対し，ランダムフォレストは出
席率の使用の有無に関わらず precision と recall のバラ
ンスがとれた推移を示している． 

実際に高リスクである学生を早期になるべく多く検
出するという観点から recall に着目すると，ランダム
フォレストを用いれば，春の大型連休前後の第 3週～
第 4週の時点で，出席率を使用すると 50%程度，出席
率を使用しなければ40%程度の高リスク学生を検出で
きている．また，出席率データがまだない第 0週（オ
リエンテーション期間）の時点でも 30%程度の検出が
できている． 

3.3 変数の相対的重要度の時間変化 

単に高リスク学生の 2値分類を行うだけでなく，そ
れぞれの説明変数が予測に寄与する度合いを検証でき
ればさらに有用な情報を得ることができると考えられ
る．ランダムフォレストを用いる場合，ジニ係数の減
少に各説明変数が寄与した割合をもとに，説明変数の
相対的重要度を算出することができることから，本実
験では相対的重要度の週ごとの変化を検討することと
した． 

Fig. 7 および Fig. 8 に各変数の相対的重要度の推移
を示す．Fig. 7は説明変数に出席率を用いた場合，Fig. 

8 は用いない場合である．とくに出席率を用いない場
合に着目し，同じくランダムフォレストで出席率を用
いない場合の予測性能を示す Fig. 6と対応づけて考察
する．Fig. 6 において特徴的な変化をみると，第 0 週
から第 3週にかけて予測性能が大きく変化しているほ
か，第 9週から第 10週へ移るタイミングで性能の大き
な向上があることがわかる．Fig. 8 においてこれらの
週をみると，こうした変化に呼応して相対的重要度も
変化しているように見て取れる．たとえば第 0週から
第 3週にかけては，ログイン時間やプレイヤー起動数
の重要度が小さくなる一方で，ログイン回数や学習完
了回数の重要度が大きくなっている．第 9週から第 10

週においては，逆にログイン回数の重要度が小さくな
り，ログイン時間の重要度が大きくなっている．こう
した変化点においては，なんらかの学習活動の質的変
化が学生に求められている可能性がある．このように， 
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Fig. 1: Classification metrics for logistic regression with at-

tendance data. 

 

 

 

Fig. 2: Classification metrics for SVM with attendance data. 

 

 

 

 

Fig. 3: Classification metrics for random forest with at-

tendance data. 

 

 

 

変数の相対的重要度の変化を詳細に検討していくこと
で，カリキュラムや授業方法などの改善に対する知見
が得られるなど，IRとしての分析も可能になると考え 

 

Fig. 4: Classification metrics for logistic regression without 

attendance data. 

 

 

 

Fig. 5: Classification metrics for SVM without attendance 

data. 

 

 

 

Fig. 6: Classification metrics for random forest without at-

tendance data. 
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Fig. 7: Weekly change of the comparative importance of 

explanatory variables with attendance data. 

Fig. 8: Weekly change of the comparative importance of 

explanatory variables without attendance data. 

4. おわりに

本研究では，機械学習によって高リスクな学生を早
期発見する手法について実験的に検討した．とくに，
LMS のログデータから特徴量を抽出して説明変数に
使用し，ここへさらに出席率を使用する場合との比較
を行った． 

実験結果から，本実験で用いたデータセットに対し
ては，ランダムフォレストを用いると比較的安定した
予測が可能であり，LMSのログデータのみでも第 3週
の時点で40%の高リスク学生を発見できることが示さ
れた．この結果は，システムで自動的に蓄積されるデ
ータのみでの高リスク学生の早期発見が一定程度可能
であり，効率的な修学支援へ LMS ログが有効に活用
できることを示唆している． 

さらに，ランダムフォレストで算出できる説明変数
の相対的重要度は，その時間変化が予測性能の変化と
呼応する傾向がみられた．このような情報は，教育方
法やカリキュラム等の改善を検討する際の重要な知見
となり得る．組織的な施策検討支援としての IRにも本
手法のような分析が貢献できる可能性がある． 
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多目的機会制約問題に対する
チェビシェフの不等式に基づく差分進化

©田川聖治 綿谷剛至 （近畿大学）

Chebyshev Inequality based Differential Evolution
For Multi-Objective Chance Constrained Problems

∗Kiyoharu Tagawa and Takeshi Watatani (Kindai University)

Abstract– A new approach to solve Multi-objective Chance Constrained Problems (MCCPs) without using
the Monte Carlo simulation is proposed. Specifically, according to Chebyshev inequality, the prediction
interval of a stochastic function value included in MCCP is estimated from a set of samples. By using the
prediction interval, MCCP is transformed into Multi-objective Upper-bound Constrained Problem (MUCP).
The feasible solution of MUCP is proved to be feasible for MCCP. For finding a set of solutions of MUCP, an
Evolutionary Multi-objective Optimization Algorithm (EMOA) based on Differential Evolution (DE) is also
proposed. Through the numerical experiments, the usefulness of the proposed approach is demonstrated.

Key Words: Multi-objective optimization, Chance constrained problem, Differential evolution

1 はじめに
現実の世界の最適化問題では，様々な不確実性を考
慮する必要がある．さらに，それらの最適化問題は制
約条件のほか，複数の目的関数を持つ場合もある．
不確実性を含む最適化問題は，ロバスト最適化問題，
期待値最適化問題，機会制約問題に大別できる．ここ
で，後述するように，機会制約問題が最も実用的な定
式化と考えられる．しかし，その解を求めるためには
モンテカルロ法による確率の計算が必要となる．
著者らは，単目的の機会制約問題に対して，計算コ
ストの大きなモンテカルロ法を用いない求解法を提案
している 1, 2)．提案手法では，チェビシェフの不等式 3)

から導出した不確実な関数値の予測区間に基づき，機
会制約問題を上限制約問題に変換する．関数値が正規
分布に従うなら，予測区間の導出は容易である 4)．し
かし，正規分布の仮定が有効な問題は限られる．チェ
ビシェフの不等式によれば，関数値の確率分布が未知
の場合でも，その予測区間を推定できる．次に，差分
進化（DE：Differential Evolution）5)に基づく最適化
アルゴリズムで上限制約問題の最適解を探索する．
本稿では，新たに多目的の機会制約問題（MCCP：

Multi-objective Chance Constrained Problem）に対し
て，モンテカルロ法を使用しない求解法を提案する．提
案手法では，上記のような不確実な関数値の予測区間を
用いて，MCCPを多目的上限制約問題（MUCP：Multi-
objective Upper-bound Constrained Problem）に変換
する．また，MUCPの実行可能解はMCCPの実行可
能解でもあることを証明する．次に，DEに基づく進化
型多目的最適化アルゴリズム（EMOA：Evolutionary
Multi-objective Optimization Algorithm）を提案し，
MUCPに対するパレート最適解集合を探索する．最後
に，数値実験により提案手法の有効性を検証する．
2 不確実性を含む最適化問題
不確実性を含む最適化問題の代用的な 3種類の定式

化を紹介する．決定変数を x = (x1, · · · , xD) ∈ X，
X = [xL

j , x
U
j ]

D ⊆ �D とする．不確実性はΞを台とす
る確率変数のベクトル ξ ∈ Ξとする．不確実性を含む

目的関数を f : X ×Ξ → �とし，制約条件の左辺の関
数を gk : X ×Ξ → �，k = 1, · · · , K とする．
2.1 ロバスト最適化問題
最適化問題の定式化における「ロバスト」の定義は
多種多様である 6)．本稿では，最悪状況を想定した最
適化問題 7) をロバスト最適化問題と呼ぶ．このため，
ロバスト最適化問題を以下のように記述する．⎡⎣ min

x∈X
max
ξ∈Ξ

{f(x, ξ)}
sub. to max

ξ∈Ξ
{gk(x, ξ)} ≤ 0, k ∈ IK

(1)

ただし，添字集合を IK = {1, 2, · · · , K}とする．
ロバスト最適化問題では最悪状況を考えるため，そ
の解は過剰に保守的となる恐れがある．また，確率変
数 ξ ∈ Ξのすべての値を考慮することは困難であるた
め，確率変数 ξ の幾つかの標本に対して式 (1)の問題
を解くシナリオアプローチ 8, 9) が考案されている．
2.2 期待値最適化問題
期待値最適化問題は以下のように定式化される．[

min
x∈X

E[f(x, ξ)]

sub. to E[gk(x, ξ)] ≤ 0, k ∈ IK
(2)

ただし，E[v]は確率変数 vの期待値である．
期待値は標本平均で近似できるため，期待値最適化
問題の解の評価は容易である．このため，進化計算の
分野では期待値最適化問題に対する最適化手法が数多
く報告されている 10)．しかし，解の平均的な性能評価
のみでは，不確実性の影響を十分に考慮できない．
2.3 機会制約問題
機会制約問題は以下のように定式化される 11)．⎡⎢⎢⎣
min
x∈X

γ

sub. to Pr(f(x, ξ) ≤ γ) ≥ 1− α

Pr(gk(x, ξ) ≤ 0) ≥ 1− α, k ∈ IK
(3)
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ただし，Pr(e)は事象 eが起こる確率である．
機会制約問題では制約条件が満たされないリスクを
任意の危険率 α ∈ (0, 1)で指定できる．このため，証
券投資や電力供給など，不確実性を含む現実の最適化
問題が機会制約問題として記述される 12)．また，多目
的の機会制約問題を対象とした EMOAも報告されて
いる 13)．しかし，機会制約問題の解の評価では，モン
テカルロ法を用いた確率の計算が必要となる．
3 多目的機会制約問題（MCCP）
M 個の目的関数 fm : X ×Ξ → �，m = 1, · · · , M

を持つMCCPを以下のように定式化する．⎡⎢⎢⎢⎢⎣
min
x∈X

(γ1, γ2, · · · , γM )

sub. to Pr(fm(x, ξ) ≤ γm) ≥ 1− α,
m ∈ IM = {1, 2, · · · , M}

Pr(gk(x, ξ) ≤ 0) ≥ 1− α, k ∈ IK

(4)

式 (4)のMCCPで γ = (γ1, · · · , γM ) ∈ �M を目的
変数ベクトルと呼ぶ．また，MCCPのすべての機会制
約条件を満たす解 x ∈ X を実行可能解と呼ぶ．
MCCPの解 xa ∈ X に対する γa ∈ �M と，別の解

xb ∈ X の γb ∈ �M を比較し，以下の関係が成り立つ
とき，解 xa ∈ X は解 xb ∈ X を優越するという．

(∀m ∈ IM : γa
m ≤ γb

m) ∧ (∃m̂ ∈ IM : γa
m̂ < γb

m̂) (5)

ほかの解に優越されない解 x ∈ Xをパレート最適解
と呼ぶ．通常，パレート最適解は無数に存在する．
本稿の目的は，式 (4)のMCCPに対して実効可能で

多様なパレート最適解の集合を求めることである．
4 多目的上限制約問題（MUCP）
式 (4)のMCCPをMUCPに変換する．

4.1 不確実な関数値の予測区間
ある解 x ∈ X に対する関数値 fm(x, ξ)と gk(x, ξ)

は，不確実性 ξ ∈ Ξの影響により観測するたびに値が
異なる確率変数となる．ここで，確率変数 fm(x, ξ) の
標本 fm(x, ξn)，n = 1, · · · , N から，標本平均 fm(x)
と標本不偏分散 s2m(x)を以下のように求める．

fm(x) =
1

N

N∑
n=1

fm(x, ξn) (6)

s2m(x) =
1

N − 1

N∑
n=1

(fm(x, ξn)− fm(x))2 (7)

標本平均 fm(x)と標本不偏分散 s2m(x)を用いると，
チェビシェフの不等式は任意の定数 λ > 0に対して

Pr

(
|fm(x, ξ)− fm(x)| ≥ λ

√
N + 1

N
sm(x)

)

≤ 1

N + 1

⌊ (N + 1) (N − 1 + λ2)

N λ2

⌋
(8)

となる 3)．ただし，v�は v ∈ �の床関数である．
式 (8)から，以下の定理 1が証明できる 14)．

Fig. 1: Change of κ in (10) for N and α.

〔定理 1〕fm(x, ξ)の予測区間 [fL
m(x), fU

m(x)]は，

Pr([fL
m(x), fU

m(x)] � fm(x, ξ)) ≥ 1− α (9)

となる．ただし，下限値は fL
m(x) = fm(x)−κ sm(x)，

上限値は fU
m(x) = fm(x) + κ sm(x) である．

上記の係数 κは危険率 αと標本数N から

κ =

√
N2 − 1

N (αN − 1)
(10)

とする．また，標本平均と標本不偏分散の計算に必要
な標本数N の最小値Nmin は以下の通りである．

Nmin =
⌊ 1
α
+ 1

⌋
(11)

〔証明〕v� ≤ vより，式 (8)の右辺は

Pr

(
|fm(x, ξ)− fm(x)| ≥ λ

√
N + 1

N
sm(x)

)

≤ N − 1 + λ2

N λ2
(12)

となる．式 (12)で κ = λ
√

(N + 1)/N と置くと，

Pr(|fm(x, ξ)− fm(x)| ≥ κ sm(x))

≤ N2 − 1 +N κ2

N2 κ2

(13)

となる．ここで，危険率 αを以下のように与える．

α =
N2 − 1 +N κ2

N2 κ2
(14)

式 (13)と式 (14)から式 (9) の予測区間が得られる．
また，式 (14) から式 (10) の κ が得られ，式 (10) と
κ > 0から，式 (11)のNmin が得られる． �
Fig. 1に標本数 N に対する式 (10)の係数 κの変化

を示す．式 (10)から，係数 κの極限値は

lim
N→∞

κ = lim
N→∞

√
N2 − 1

N (αN − 1)
=

√
1

α
(15)

となる．また，危険率 αが小さいほど κは大きい．
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4.2 多目的上限制約問題の定式化
MCCPに含まれる関数値に対する式 (9)の予測区間

の上限値から，以下のようにMUCPを定式化する．[
min
x∈X

(fU
1 (x), fU

2 (x), · · · , fU
M (x))

sub. to gUk (x) ≤ 0, k ∈ IK
(16)

ただし，予測区間の上限値の計算に使用する標本数N
は式 (11)のNmin よりも十分に大きいものとする．
〔定理 2〕式 (16)のMUCPの実行可能解 xは，以下の
条件下で式 (4)のMCCPの実行可能解となる．

∀m ∈ IM : γm = fU
m(x) (17)

〔証明〕式 (9)より，MUCPの実行可能解 x ∈ X は

Pr(fm(x, ξ) ≤ γm) = Pr((−∞, γm] � fm(x, ξ))

≥ Pr([fL
m(x), fU

m(x)] � fm(x, ξ)) ≥ 1− α

となる．また，式 (9)と gUk (x, ξ) ≤ 0から

Pr(gk(x, ξ) ≤ 0) = Pr((−∞, 0] � gk(x, ξ))

≥ Pr([gLk (x), gUk (x)] � gk(x, ξ)) ≥ 1− α

となり，x ∈ X はMCCPの制約条件を満たす． �
5 多目的差分進化
5.1 差分進化の関連研究
単目的の最適化問題における成功に触発され，DEを

拡張した EMOA は活発に研究されている 15)．また，
DEに基づく EMOAは現実の設計問題にも適用されて
いる 16)．DEは集団の更新方法の違いにより同期型と
非同期型に大別される．例えば，同期型 DEを拡張し
た EMOAにGDE318)があり，非同期型 DEを拡張し
たEMOAにDEMO19)がある．一般的に同期型DEと
比較して，非同期型 DEは解の収束性で勝る 17)．
DEを含む進化計算（EA：Evolutionary Algorithm）

は，基本的に制約条件のない最適化問題を対象とする．
そこで，制約条件付き最適化問題に EAを適用するた
め，様々な制約条件の取り扱い法が考案されている．特
に，近年では DEを基盤とした制約条件の取り扱い法
の報告が増えている 22)．制約条件の取り扱い法として
は，生存選択で実行可能な個体を優先的に選ぶ実行性
規則（Feasibility Rule）23)のほか，動的ペナルティ法，
適応的ペナルティ法 22)，ε制約法 24) などがある．
5.2 提案する多目的差分進化（DEMU）
式 (16)のMUCPに対して，DEに基づく EMOAを
提案する．新たに提案する EMOAを DEMUと呼ぶ．
DEMUではMUCPの解候補を個体と呼び，NP 個の
個体 xi，i = 1, · · · , NP を集団 P ⊂ X とする．
DEMUは非同期型の DEMOを基盤とし，3目的以

上のMUCPも対象とするため，優越関係に基づくラン
ク 20) と参照点による NSGA-III21) の生存選択を採用
する．また，制約条件の取り扱い法には実行性規則 23)

を採用し，個体 xi ∈ P の制約違反量 φ(xi)を

φ(xi) =
∑
k∈IK

max{0, gUk (xi)} (18)

とする．φ(xi) > 0ならば xi は実行不可能である．
新たな個体の候補であるトライアル・ベクトルの生成
には，DEの基本戦略である「DE/rand/1/bin」5) を
使用する．ただし，その戦略の制御パラメータである
スケール係数 SF と交叉率 CR は，Brestら 25) が考案
した技法を用いて適応的に調整する．
以下に DEMUのアルゴリズムを示す．

手順 1 個体 xi ∈ X，i = 1, · · · , NP をランダムに生
成して初期集団 P ⊂ X とする．

手順 2 各個体 xi ∈ P をN 回評価し，標本から上限値
fU
m(xi)，m ∈ IM と gUk (xi)，k ∈ IK を求める．

手順 3 終了条件を満たせば，ほかの個体に優越されて
いない実行可能な個体群 S ⊆ P を出力する．

手順 4 各個体を順番にターゲット・ベクトル x
̂i ∈ P

に指定し，手順 4.1から手順 4.4を繰り返す．

手順 4.1 集団P からランダムに異なる 3つの個体xi1，
xi2，xi3（î �= i1 �= i2 �= i3）を選び，DEの戦略
を用いて，トライアル・ベクトルuの要素 uj ∈ �，
j = 1, · · · , Dを以下のように決める．

uj =

⎧⎪⎨⎪⎩
xj,i1 + SF (xj,i2 − xj,i3),

if (randj < CR) ∨ (j = jr)

xj,̂i, otherwise

(19)

ただし，randj ∈ [0, 1]は一様乱数である．また，
添字 jr ∈ [1, D]はランダムに選択する．
式 (19)で uの要素 uj が探索範囲 [xL

j , x
U
j ]の外に

作られた場合，以下のように uj を修正する 5)．

uj =

{
xj,i1 + randj (x

L
j − xj,i1), if uj < xL

j

xj,i1 + randj (x
U
j − xj,i1), if uj > xU

j

手順 4.2 上記の u ∈ X をN 回評価し，標本から上限
値 fU

m(u)，m ∈ IM と gUk (u)，k ∈ IK を求める．
手順 4.3 下記の条件が満たされれば，直ちにターゲッ

ト・ベクトル x
̂i ∈ P を u ∈ X で置き換える．

(∀m ∈ IM : fU
m(u) ≤ fU

m(x
̂i))

∧(φ(u) ≤ φ(x
̂i))

(20)

手順 4.4 下記の条件が満たされれば，トライアル・ベ
クトル u ∈ X を集団 P に追加する．

(∃m ∈ IM : fU
m(u) > fU

m(x
̂i))

∨(φ(u) > φ(x
̂i))

(21)

手順 5 集団の個体数が |P | = NP なら，手順 6に進む．
個体数が |P | > NP の場合，下記の手順 5.1から
手順 5.3の生存選択で |P | = NP とする．

手順 5.1 集団 P から実行可能な個体を集団 Q，実行
不可能な個体を集団Qc に移す．P = ∅とする．
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手順 5.2 |Q| ≤ NP なら，Qの全個体をP に移し，必
要な個数の個体を Qc から違反量 φ(xi)が小さい
順に選択して P に追加する．手順 6に進む．

手順 5.3 |Q| > NP なら，Qの各個体に優越関係に基
づくランク 20) を付け，Qからランクが小さい順
に個体を選択してP に移す．同じランクの個体群
から個体を選ぶ場合は，後述する参照点に基づく
方法 21) によってQから P へ個体を移す．

手順 6 手順 3に戻る．

5.3 参照点に基づく生存選択
提案したDEMUの手順 5.3で採用した参照点に基づ

く生存選択 21)について紹介する．まず，M 次元の目的
関数空間に参照点 wh ∈ �M，h ∈ IH = {1, · · · , H}
を均等に配置する．参照点の個数H は集団サイズNP

とほぼ同数とする．次に，原点と各参照点を結ぶ参照
線を考え，個体 xi ∈ Qから参照点 wh の参照線への
垂線距離を，以下のように定義する．

d(xi, wh) =
∣∣∣∣∣∣fU (xi)− (wT

h fU (xi))wh

||wh||2
∣∣∣∣∣∣ (22)

ただし，fU (xi) = (fU
1 (xi), · · · , fU

M (xi)) とする．ま
た，||v||はベクトル v ∈ �M のノルムである．
Fig. 2に目的数M = 3として垂線距離の概念図を

示す．•印は参照点wh ∈ �M，◦印は目的関数空間に
おける個体 fU (xi) ∈ �M，破線は参照線である．
以下に，DEMU の手順 5.3 でランク 1 からランク

r− 1の個体 xi ∈ Qが集団 P に移された後，ランク r
の個体群から必要な個数の個体を選ぶ手順を示す．

手順 1 ランク 1から r − 1の個数 xi ∈ P と各参照点
wh との垂線距離を求め，参照点 wh の混雑度 qh
を垂線距離が最短の個体数とする．ただし，ラン
クが r = 1の場合，∀h ∈ IH : qh = 0とする．

手順 2 混雑度 qh が最小の参照点 w
̂h を 1つ選ぶ．混

雑度が最小の参照点が複数ある場合は，それらの
中からランダムに 1つのw

̂h を選択する．

手順 3 参照点w
̂hとの垂線距離 d(xi, ŵh)が最短とな

る個体 x
̂i ∈ Qを選び，集団 P に移動する．

手順 4 参照点w
̂hの混雑度を q

̂h = q
̂h +1と更新する．

手順 5 必要な個数の個体がランク rの個体群から選ば
れるまで，手順 2から手順 5の処理を繰り返す．

6 テスト問題の設計
EMOA の標準的なテスト問題集 26) から，目的数

M を任意に設定できる単峰性の DTLZ2 と多峰性の
DTLZ3を選び，式 (4)のMCCPに拡張する．
6.1 標準的テスト問題
DTLZ2とDTLZ326)は，以下のように制約条件のな

いM（M ≥ 2）目的の最小化問題である．

min
x∈X

(f1(x), f2(x), · · · , fM (x)) (23)

ただし，X = [0, 1]D ⊆ �D である．

Fig. 2: Reference points in objective space.

決定変数の個数 D は，任意の定数 Z > 0に対して
D = M+Z−1である．ここで，D個の決定変数xj ∈ �
のうち，Z個の決定変数xj，j ∈ IZ = {M+1, · · · , D}
から構成されるベクトルを xZ ∈ �Z とする．
DTLZ2と DTLZ3のM 個の目的関数は⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f1(x) = (1 + ρ(xZ)) c1 c2 · · · cM−2 cM−1

f2(x) = (1 + ρ(xZ)) c1 c2 · · · cM−2 sM−1

f3(x) = (1 + ρ(xZ)) c1 c2 · · · sM−2

...

fM−1(x) = (1 + ρ(xZ)) c1 s2
fM (x) = (1 + ρ(xZ)) s1

(24)

である．cj と sj の意味は以下の通りである．

cj = cos
(xj π

2

)
, sj = sin

(xj π

2

)
DTLZ2では関数 ρ(xZ)を以下のように定義する．

ρ(xZ) =
∑
j∈IZ

(xj − 0.5)2 (25)

DTLZ3では関数 ρ(xZ)を以下のように定義する．

ρ(xZ) = 100 [Z +
∑
j∈IZ

((xj − 0.5)2

− cos(20π(xj − 0.5)))]

(26)

DTLZ2と DTLZ3の最適解は等しく

x�
Z = (0.5, 0.5, · · · , 0.5) ∈ �Z (27)

であり，xj ∈ [0, 1]，j /∈ IZ は任意である．最適解で
は ρ(x�

Z) = 0となり，式 (24)のM 個の目的関数値は，
半径 1の超球面上に分布する．最適解の目的関数値が
存在可能な超球面をパレート・フロントと呼ぶ．
6.2 制約条件付きテスト問題
以下のように DELZ2 と DTLZ3 に制約条件を追加

したテスト問題を DTLZ2C，DTLZ3Cとする．⎡⎢⎣ min
x∈X

(f1(x), f2(x), · · · , fM (x))

sub. to g(xZ) =
∑
j∈IZ

x2
j − 0.52 Z ≤ 0

(28)
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式 (28)の制約条件をDTLZ2とDTLZ3に加えても，
各テスト問題の最適解 x�

Z は変わらず，目的関数値の
パレート・フロントも変わらない．また，g(x�

Z) = 0が
成り立つため，式 (28)の制約条件は活性である．

6.3 MCCPのテスト問題
上記の各テスト問題の決定変数 xj，j ∈ IZ に対し，

以下のように平均 0，分散 σ2の正規分布に従う摂動 ξj
を加えて式 (4)のMCCPのテスト問題とする．

xj + ξj , ξj ∼ N (0, σ2), j ∈ IZ (29)

DTLZ2と DTLZ3では，式 (27)の最適解 x�
Z が実

行可能領域 [0, 1]Z ⊂ �Z の中心にあるため，摂動を加
えても最適解の位置は変わらない．一方，DTLZ2Cと
DTLZ3Cでは，最適解 x�

Z が実行可能領域の境界上に
あるため，決定変数に摂動を加えると，その最適解は
実行可能領域の内部に移動すると予想される．

7 数値実験
7.1 実験方法
MCCPの 4種類のテスト問題では，目的数をM = 3

またはM = 6とした．また，摂動を加える決定変数の
個数はZ = 10とした．前述の通り，決定変数の総数は
D = M + Z − 1である．さらに，危険率は α = 0.05
とした．次に，MCCPの各テスト問題を式 (16)のよ
うなMUCPに変換した．MUCPでは関数値の上限値
を求める際の標本数を Fig. 1からN = 80とした．
DEMUのプログラムはJava言語で実装した．DEMU

の集団サイズは NP = 120，終了条件は 400世代とし
た．ここで，初期集団 P を変えて，MUCPの各テス
ト問題に対して DEMUを 30回ずつ適用した．

7.2 実行可能な非劣解の評価指標
各テスト問題に対して DEMUで得られた実行可能

な非劣解 S ⊆ X には，多様性と最適性が期待される．
本稿では，以下の 4種類の評価指標を用いる．

7.2.1 実行可能な非劣解の個数
実行可能な非劣解の個数 |S|は，S の多様性を評価

する．|S| = 0の場合，ほかの評価指標は求めない．

7.2.2 Maximum Spread

Maximum Spread（MS）は，以下のように目的関数
値の範囲の総和であり，S の多様性を評価する．

MS(S) =∑
m∈IM

(
max
xi∈S

{fm(xi)} − min
xi∈S

{fm(xi)}
)

(30)

7.2.3 Convergence Measure

Convergence Measure（CM）は，以下のように目的
関数値 (f1(xi), · · · , fM (xi)) ∈ �M のパレート・フロ
ントからの平均距離であり，S の最適性を評価する．

CM(S) =
1

|S|
∑
xi∈S

∣∣∣∣∣∣ ∑
m∈IM

fm(xi)− 1
∣∣∣∣∣∣ (31)

Table 1: Experimental results on DTLZ2

M = 3
σ2 |S| MS CM PD
— 120.0 2.000 2.4E-4 0.008

— (2.6E-4) (1.2E-4) (0.002)
0.012 120.0 2.007 0.007 0.016

— (9.1E-4) (3.5E-4) (0.001)
0.052 120.0 2.166 0.166 0.048

— (0.012) (0.002) (0.002)
0.12 120.0 2.663 0.702 0.074

— (0.031) (0.007) (0.004)

M = 6
σ2 |S| MS CM PD
— 120.0 5.365 0.117 0.225

— (0.148) (0.025) (0.023)
0.012 120.0 5.465 0.164 0.219

— (0.180) (0.039) (0.028)
0.052 120.0 6.062 0.387 0.189

— (0.215) (0.047) (0.023)
0.12 120.0 7.592 1.140 0.213

— (0.338) (0.085) (0.023)

Table 2: Experimental results on DTLZ2C

M = 3
σ2 |S| MS CM PD
— 120.0 2.000 6.6E-7 2.8E-4

— (3.3E-7) (1.6E-6) (8.7E-5)
0.012 120.0 2.010 0.010 0.029

— (8.0E-4) (2.8E-4) (8.6E-4)
0.052 120.0 2.252 0.252 0.131

— (0.015) (0.003) (0.002)
0.12 120.0 3.051 1.167 0.261

— (0.059) (0.017) (0.004)

M = 6
σ2 |S| MS CM PD
— 120.0 5.211 0.070 0.174

— (0.099) (0.017) (0.023)
0.012 120.0 5.351 0.120 0.185

— (0.137) (0.028) (0.025)
0.052 120.0 6.302 0.529 0.256

— (0.220) (0.048) (0.018)
0.12 120.0 9.071 2.004 0.404

— (0.343) (0.132) (0.020)

7.2.4 Positional Deviation

Positional Deviation（PD）は，以下のように式 (27)
の最適解 x�

Z = (0.5, · · · , 0.5)と個体 xi ∈ S との距離
の平均値であり，S の最適性を評価する．

PD(S) =
1

|S|
∑
xi∈S

√∑
j∈IZ

(xj,i − 0.5)2 (32)

多様性の評価指標である |S|とMSは大きなほど良
い．ただし，|S| ≤ NP である．一方，最適性の評価指
標であるCMと PDは小さなほど良い．集団 Sの全個
体がパレート・フロント上にあるとき CM(S) = 0と
なり，最適解であるとき PD(S) = 0となる．

7.3 実験結果と考察
Table 1と Table 2は単峰性の DTLZ2と DTLZ2C

における実験結果である．各表では摂動の分散 σ2を変
えて求めた個体群 Sに対する 4種類の評価指標の平均
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Table 3: Experimental results on DTLZ3

M = 3
σ2 |S| MS CM PD
— 120.0 2.778 1.570 0.027

— (1.601) (4.094) (0.046)
0.0012 119.8 16.28 58.51 0.054

— (2.915) (23.81) (0.070)
0.0052 118.9 371.1 23E+3 0.299

— (97.76) (2731) (0.047)
0.012 119.6 1268 29E+4 0.509

— (158.6) (15E+3) (0.076)

M = 6
σ2 |S| MS CM PD
— 120.0 12.95 8.572 0.080

— (8.606) (13.15) (0.071)
0.0012 120.0 67.37 141.8 0.115

— (40.97) (100.9) (0.088)
0.0052 120.0 1839 48E+3 0.449

— (448.8) (8183) (0.052)
0.012 120.0 5379 60E+4 0.881

— (472.5) (63E+3) (0.127)

Table 4: Experimental results on DTLZ3C

M = 3
σ2 |S| MS CM PD
— 120.0 4.005 5.417 0.057

— (3.101) (9.459) (0.080)
0.0012 120.0 21.67 115.9 0.161

— (7.339) (111.0) (0.076)
0.0052 117.7 392.9 25E+3 0.359

— (118.3) (3309) (0.090)
0.012 119.1 1280 29E+4 0.580

— (170.8) (14E+3) (0.072)

M = 6
σ2 |S| MS CM PD
— 120.0 20.61 23.24 0.137

— (14.33) (41.00) (0.075)
0.0012 120.0 68.74 160.6 0.164

— (28.70) (106.9) (0.068)
0.0052 120.0 1633 46E+3 0.443

— (349.0) (9642) (0.102)
0.012 120.0 5183 59E+4 0.887

— (499.1) (76E+3) (0.131)

値を示す．σ2の値が無記入の行は摂動を加えない場合
の結果である．また，括弧内は標準偏差である．
Table 1と Table 2では，すべての場合で |S| = NP

であり，集団P 内の全個体が実行可能な非劣解となる．
また，ほかの評価指標は目的数がM = 3の方が小さ
く，M = 6では解の最適性が不十分である．
Table 1と比較し，Table 2では摂動の分散 σ2 の増

加に伴う PDの変化が顕著であり，DTLZ2Cの最適解
が実行可能領域内に移動することが確認できる．
Table 3と Table 4は多峰性の DTLZ3と DTLZ3C

における実験結果である．単峰性のテスト問題に比べ
て，多峰性のテスト問題の方が摂動の影響が大きいた
め，摂動の分散 σ2 の値を 1桁小さくしている．
Table 3とTable 4から，実験結果の傾向は単峰性の

テスト問題とほぼ同じである．ただし，多峰性のテス
ト問題の方が集団の最適化は難しい．特に，摂動の分
散が大きな場合，個体群Sは目的関数空間でパレート・
フロントから遠く離れた場所に散らばっている．

8 おわりに
本稿では，多目的機会制約問題（MCCP）に対して，

モンテカルロ法を使用しない求解法を提案した．提案
手法では，チェビシェフの不等式による関数値の予測区
間を用いて，MCCPを多目的上限制約問題（MUCP）
に変換した後，差分進化に基づく最適化アルゴリズム
（DEMU）をMUCPに適用した．また，4種類のテス
ト問題において，DEMUの探索性能を検証した．
既存のモンテカルロ法と比較して，関数値の予測区
間の推定に必要な標本数は遥かに少ない．しかし，大
規模なシミュレーションによって解を評価する現実的
な最適化問題では，標本数は可能な限り少ないことが
望まれる．今後の課題としては，先行研究 1, 2)で提案
している最適解の探索過程における標本数の幾つかの
削減手法を，DEMUにも導入することである．
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19) T. Robič and B. Filipič: DEMO: differential evolution
for multiobjective optimization, Proc. of EMO2005,
LNCS, 3410, 520/533, Springer (2005)

20) K. Deb, A. Pratap, S. Agarwal, and T. Meyarivan:
A fast and elitist multiobjective genetic algorithm:
NSGA-II, IEEE Trans. on Evolutionary Computa-
tion, 6-6, 182/197 (2002)

21) K. Deb, H. Jain: A evolutionary many-objective opti-
mization algorithm using reference-point-based non-
dominated sorting approach, part I: solving problems
with box constraints, IEEE Trans. on Evolutionary
Computation, 18-4, 577/601 (2014)

22) E. M. Montes and C. A. Coello Coello: Constraint-
handling in nature-inspired numerical optimization:
past, present and future, Swarm and Evolutionary
Computation, 1, 173/194 (2011)

23) K. Deb: An efficient constraint handling method for
genetic algorithms, Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, 186, 311/338 (2000)

24) 高濱徹行，阪井節子：ε制約遺伝的アルゴリズムによる制
約付き最適化，情報処理学会論文誌，47-6, 1861/1871
(2006)

25) J. Brest, S. Greiner, B. Bos̆ković, M. Merink, and
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Improving Generalization Ability in a Puzzle Game
Using Reinforcement Learning

Method to Determine a Character’s Path

∗Hiroya Oonishi and Hitoshi Iima (Kyoto Institute of Technology)

Abstract– Nowadays machine learning has attracted much attention. In order to apply it to various
problems without relearning, its generalization ability is needed. Geometry Friends is a puzzle game where
a character has to collect all targets in a two-dimensional world, and it is used in some artificial intelligence
competitions. Sufficient generalization ability is needed to apply the machine learning to this game. We
recently proposed the structure of a method based on reinforcement learning in which the generalization
ability is improved for Geometry Friends. In this method, a character’s path to collect all the targets is
determined, and then character’s actions to follow the path is learned. We already proposed a method to
learn the character’s actions. In this paper, we propose a method to determine the character’s path.
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ĝ

]
=

[
v̂y
ĝ
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3: while do
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5: n
6: for all n m do
7: f ′(m) = f(n) + c(n,m)
8: if m

f(m) > f ′(m) then
9: f(m) = f ′(m)

10: else if m
f(m) > f ′(m) then

11: f(m) = f ′(m) m

12: else if m
then

13: f(m) = f ′(m) m

14: end if
15: end for
16: end while
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v̂y ĝ 0 α 0.1
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Table 2: Agent α
Level Success Target Time Score

1 8 1.5(2) 13.0(20) 495

2 0 1.6(3) 45.0(45) 160

3 0 1.0(3) 60.0(60) 100

4 0 2.0(4) 80.0(80) 200

5 2 1.2(2) 65.7(70) 182

6 6 1.4(2) 22.8(40) 574

7 1 0.8(3) 56.5(60) 138

8 3 2.3(3) 38.9(40) 257

9 2 2.2(3) 75.6(80) 275

10 0 0.6(3) 100.0(100) 60

Total Score 2441

Table 3: CIBot
Level Success Target Time Score

1 10 2(2) 12.7(20) 567

2 10 3(3) 19.9(45) 858

3 10 3(3) 14.8(60) 1053

4 0 1.2(4) 80.0(80) 120

5 0 1(2) 70.0(70) 100

6 0 1(2) 40.0(40) 100

7 10 3(3) 26.2(60) 864

8 0 0(3) 40.0(40) 0

9 10 3(3) 50.0(80) 675

10 0 0(3) 100.0(100) 0

Total Score 4337

Table 4: AI
Level Success Target Time Score

1 10 2(2) 11.4(20) 630

2 10 3(3) 21.4(45) 824

3 10 3(3) 25.4(60) 877

4 10 4(4) 21.4(80) 1133

5 10 2(2) 24.8(70) 846

6 10 2(2) 13(40) 875

7 10 3(3) 19.4(60) 977

8 10 3(3) 28.6(40) 585

9 10 3(3) 31.4(80) 908

10 0 2(3) 100.0(100) 200

Total Score 7853
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Pattern Formation in Daisyworld Model on a Sphere

∗M. Kageyama and A. Yagi (Osaka University)

Abstract– A planetary biota modifies its environment and its environment regulates a biota by natural
selection. Daisyworld has been introduced by James Lovelock (1983) as a simple parable to verify a hypothesis
that the feedback between a biota and its environment keeps the planetary surface environment stable and
habitable for a biota. In the original Daisyworld model defined by Andrew Watson and James Lovelock
(1983), the whole Earth is regarded as a single point. Its numerical results showed how the interaction
between a biota and its environment affect themselves. Here the Daisyworld is extended to complete two-
dimensional version on the sphere. The asymptotic behavior of solutions to the model and some numerical
results of the model are discussed.

Key Words: Daisyworld, self-regulating homeostasis, reaction-diffusion system, sphere, finite-difference
methods, pattern formation
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Fig. 1: Latitudinal-Longitudinal grids.
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Half-Step-Shifted grid.

(1) u(θi, φj , tn), v(θi, φj , tn), w(θi, φj , tn)
Un
i,j , V

n
i,j ,W

n
i,j

(1)

Un+1
i,j − Un

i,j

Δt

=
[(
1− Un

i,j − V n
i,j

)
Φ(Un

i,j , V
n
i,j ,W

n
i,j)− f

]
Un
i,j

+ d

[
sin θi+ 1

2

sin θi

Un
i+1,j − Un

i,j

(Δθi)2
−

sin θi− 1
2

sin θi

Un
i,j − Un

i−1,j

(Δθi)2

+
1

sin2 θi

Un
i,j+1 − 2Un

i,j + Un
i,j−1

(Δφ)2

]
,

V n+1
i,j − V n

i,j

Δt

=
[(
1− Un

i,j − V n
i,j

)
Ψ(Un

i,j , V
n
i,j ,W

n
i,j)− f

]
V n
i,j

+ d

[
sin θi+ 1

2

sin θi

V n
i+1,j − V n

i,j

(Δθi)2
−

sin θi− 1
2

sin θi

V n
i,j − V n

i−1,j

(Δθi)2

+
1

sin2 θi

V n
i,j+1 − 2V n

i,j + V n
i,j−1

(Δφ)2

]
,

Wn+1
i,j −Wn

i,j

Δt

=
[
1− g(Un

i,j , V
n
i,j)

]− σ(Wn
i,j)

4

+D

[
sin θi+ 1

2

sin θi

Wn
i+1,j −Wn

i,j

(Δθi)2
−

sin θi− 1
2

sin θi

Wn
i,j −Wn

i−1,j

(Δθi)2

+
1

sin2 θi

Wn
i,j+1 − 2Wn

i,j +Wn
i,j−1

(Δφ)2

]
.

j =
0,M i = 1, N

U0,j = U1,M2 +j ,

UN+1,j = UN,M2 +j , (j = 0, 1, ...,M/2) ,

U0,j = U1,−M
2 +j ,

UN+1,j = UN,−M
2 +j , (j = M/2 + 1, ..., J) ,

6
� = 1 S 0 < θ < π, 0 ≤

φ ≤ 2π d = 10−6,
D = 1.0, δ = 0.003265, f = 0.3, w = 295.5, q = 40,
σ = 5.67× 10−8

R(θ)

R(θ) =
4 · 917

π
L sin θ,

L L =
0.85

(1) Fig. 3
Fig. 3 t = 600 (a)

103



(b) (c)

Fig. 3: (a) Graph of u(θ, φ), (b) Graph of v(θ, φ) and
(c) Graph of w(θ, φ) at time t = 600.

Fig. 3(a),(b)
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